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数学(二)试题答案及解题分析 

一、填空题（本题共 6小题，每小题 4分，满分 24 分，把答案填在题中横线上） 

（1）设曲线 )(xfy = 由 du
u

ux
t

∫=
1

cos
及 du

u
uy

t

∫=
1

sin
确定.则该曲线当

4
π

=t  时的切线斜率等于

1，此曲线介于 1=t 与
2
et = 之间的弧长为          。 

 

【解】 该曲线当
4
π

=t  时 的切线斜率为 1
4

4

==
=

=

π
π t

t

t
dx
dy tan ；  

曲线介于 1=t 与
2
et = 之间的弧长为 

=+= ∫ dt
t

t
t

tL
e

22
1

2 )sin()cos( 2112
1

ln−=∫ dt
t

e

。 

 

 

（2）曲线
x
xy

2
3

)2( +
= 的斜渐近线方程为      。 

 

【解】 1)12(lim)2(lim 2
3

2
3

2
3

=+=
+

=
∞→∞→ xx

xa
xx

 

x
xxx

x
xb

xx

2
3

2
3

2
3

)2(lim])1([lim −+
=−

+
=

∞→∞→
 

32
2
3lim]1)21[(lim 2

3
=⋅⋅=−+=

∞→∞→ x
x

x
x

xx
 

斜渐近线方程为 3+= xy 。由 01)( 2 =−= −xexg 得到唯一零点 2=x 。再由初等函数
xey =  

的性质可以得到 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−
=
<

==
2,1
2,0
2,1

)(sgn))((
x
x
x

xgxgf  
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（3）设符号函数 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
=
<−

==
0,1
0,0
0,1

sgn)(
x
x
x

xxf ， 1)( 2 −= − xexg ， 

则 =))(( xgf                     。 

 

【解】 由 01)( 2 =−= −xexg 得到唯一零点 2=x 。再由初等函数
xey = 的性质可以得到 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−
=
<

==
2,1
2,0
2,1

)(sgn))((
x
x
x

xgxgf  

 

 

（4）若
nxnxxf )1(2)( −= ，记 )}({max

]1,0[
xfM

xn ∈
= ，则 =

∞→ nn
Mlim             。 

【解】 0))1(1()1(2)(' 1 =+−−= − xnxnxf n
，得到唯一驻点

1
1
+

=
n

x 。 

由 )(xf 在 ]1,0[ 上有最大值，可能的最大值点是在
1

110
+

=
n

x 或， 取到，比较三点的函数值

得到 
n

n nn
n

n
fM ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
=

+
=

1
11

1
2)

1
1(  

n

nnn n
M ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

∞→∞→ 1
11lim2lim 。 

e
xx

x
x

x

x

x

x
2

1
11lim2

1
11lim

1)1(

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

+
−+−

∞→∞→
。 

 
 

（5）设 )(xyy = 在任意点 ),0( +∞∈x 满足 )()sin( xoxxx
x
yy ∆+∆+=∆ ，若 0

2
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛πy ，则

=)(xy         。 

 

【解】 )(xyy = 在任意点 ),0( +∞∈x 满足 )()sin( xoxxx
x
yy ∆+∆+=∆  

则 )(xf 在 ),0( +∞ 内可导，且   xx
x
yy sin+=′ ，于是得一阶线性微分方

程初值问题 
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=−′

0
2

sin1

πy

xxy
x

y
 ， 

)sin(
11

Cdxxexey
dx

x
dx

x +∫∫=′ ∫
−

)sin( Cxdxx += ∫ )cos( Cxx +−=  

由 0
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛πy 得 0=C 。于是 xxy cos−= 。 

 

（6）设 321 ,, ααα 是 3 维列向量，记矩阵 ( )321 ,, ααα=A ， ( )123 ,, ααα=B ， BAC −= 2 ，已知

1=A ，则 =C         ． 

【解】[方法 1]      

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

−−=
−=

−=

201
010

102
),,(

)2,,2(
),,(),,(2

2

321

13231

123321

ααα

ααααα
αααααα

BAC

 

3
201
010
102
=

−

−
= AC  

[方法 2]     

3
,,3

,,,,4

,,2,,2

2,,2

),,(),,(2

2

321

321321

123321

13231

123321

=

=

−=

−−+=

−−=

−=

−=

ααα

αααααα

αααααα

ααααα

αααααα

BAC

 

 

 

二、选择题（本题共 8 小题，每小题 4 分，满分 32 分，在每小题给出的四个选项中，

只有一个是符合题目要求的，把所选项前的字母填在题后的括号内。） 
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(7) 若 0
11

2cos2coslim
0

≠=
−+

−
→

a
x

xx
kx

,则（   ）。 

(A) 2,2 −== ak 。        (B) 2,2 −=−= ak 。 

(C) 2,2 == ak 。         (D) 2,2 =−= ak 。 

 

【解】
11
2cos2coslim

0 −+

−
→ kx x

xx
)2cos2(cos

2cos2coslim2
2

0 xxx
xx

kx +
−

=
→

 

)
2cos

11(

12coslim2
0

x
x

x
kx

+

−
=

→
0

)
2cos

11(

)2(
2
1

lim2
2

0
≠=

+

−
=

→
a

x
x

x

kx
， 

得到 2,2 −== ak 。答案：(A)。 

 

（8）设 )(xf 在 ),0[ +∞ 上有三阶连续导数，若 0)(lim)(lim =′′′
+∞→+∞→

xfxf
xx

存在， ，则（   ）。 

(A) 0)(lim)(lim =′′=′
+∞→+∞→

xfxf
xx

。   (B) 0)(lim,0)(lim ≠′′=′
+∞→+∞→

xfxf
xx

。 

(C) 0)(lim,0)(lim =′′≠′
+∞→+∞→

xfxf
xx

。 (D) 0)(lim,0)(lim ≠′′≠′
+∞→+∞→

xfxf
xx

。 

 

【解】答案：（A）。当 1>x 时， 

)1,(),(
6
1)(

2
1)()()1( +∈′′′+′′+′+=+ xxfxfxfxfxf ξξ ， 

),1(),(
6
1)(

2
1)()()1( xxfxfxfxfxf −∈′′′−′′+′−=− ηη ， 

两式相减，并令 +∞→x 得 0)(lim =′
+∞→

xf
x

， 

两式相加，并令 +∞→x 得 0)(lim =′′
+∞→

xf
x

。 

[注] 事实上，任意两点 bxax ++ , 的值在点 x展开都能得到结论。 

 

 

（9）函数 )25(),(
2

yxeyxf yx +−= −
在全平面上（   ）。 

(A) 有最大值无最小值。        (B) 有最小值无最大值。 

(C) 既有最小值，也有最大值。  (D) 即无最小值，也无最大值。 
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【解】
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−−=′

=−+−=′
−

−

0)42(),(

0)22410(),(
2

2 2

yxeyxf

xyxxeyxf
yx

y

yx
x

, 

解得唯一驻点 )2,1( −  

   )102124820( 2322

++−+−=′′ − yxyxxxef yx
xx , 

 )32(
2

++−=′′ − yxef yx
yy , )2824( 22

+−−=′′ − xxyxef yx
xy  

32)2,1( efA xx −=−′′= ,  
32)2,1( efB xy =−′′= ,  

3)2,1( efC yy −=−′′=  

   02 62 <−=− eBAC ,      )2,1( −驻点  非极值点。 

又在全平面可微，因此无最小值，也无最大值。答案：（D）。 

 

 

（10）设 )(xf 在 0=x 某邻域内有二阶连续导数，且 0)0( =′f ， 

1
cos1

)(lim
0

=
−
′′

→ x
xfx

x
，则（   ）。 

(A) 0)0( ≠′′f ，但 ))0(,0( f 是曲线 )(xfy = 的拐点。 

(B) 0)0( =′′f 且 )0(f 是 )(xf 的极小值。 

(C) 0)0( =′′f ,且 ))0(,0( f 是曲线 )(xfy = 的拐点。  

(D) 0)0( ≠′′f 且 )0(f 是 )(xf 的极小值。 

 

【解】答案为（C）。首先 01
cos1

)(lim
0

≠=
−
′′

→ x
xfx

x
，则 0)(lim

0
=′′

→
xf

x
，又因为 )(xf 在 0=x 某邻域内

有二阶连续导数，于是 0)0( =′′f 。其次，根据极限的保序性知道，在 0x 的某去心邻域内，

必有 0)( >′′ xfx ，即知 )(xf ′′ 在 0=x 两侧变号，于是可以断定 ))0(,0( f 是曲线 )(xfy = 的

拐点。即只有选项( C)正确。 

 

 

（11）设 A 是一个装满水的半球形水池，半径为 R，若用水泵将 A 中的水全部泵出，则克服重力所

作的功为（   ）。 
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(A) 4

2
1 Rπ  。(B) 4

3
1 Rπ  。(C) 4

4
1 Rπ 。(D) 4

8
1 Rπ 。 

 

【解】取半球的球心为坐标原点，竖直向下的直线为 x轴，则克服重力所做的功为 

。4
0

422

0

22

4
1]

4
1

2
1[)( RxxRdxxRxW RR

πππ =−=−= ∫  

选(C)。 

 

 

（12）设函数
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠≠
−= −

10,0

1,0,
1

1

)( 1

或

且

x

xx
exf x

x
，则（  ）。 

 （A） 0=x ， 1=x 都是 )(xf 的可去间断点。 

 （B） 0=x 是 )(xf 的无穷间断点； 1=x 是 )(xf 的第一类间断点，但不为可去间断点。 

 （C） 0=x 是 )(xf 的无穷间断点； 1=x 是 )(xf 的可去间断点。 

 （D） 0=x ， 1=x 均为 )(xf 的第一类间断点。 

 

【解】  ∞=
−−

→

1

1lim
1

0
x
xx

e
， 0

1

1lim
1

1
=

−−
→ −

x
xx

e
， 1

1

1lim
1

1
−=

−−
→ +

x
xx

e
。答案为（B）。 

 

(13) 设 21,λλ 是 3阶矩阵 A的两个不同的特征值， 21,αα 是 A的属于 1λ 的线性无关的特征向量， 3α  

是 A的属于 2λ 的特征向量，则 31 αα A+ ， )( 32 αα −A ， 31 αα +A 线性相关的充分必要条件

是（   ）。 

(A) 01 =λ 或 121 =λλ            (B) 02 =λ 或 121 =λλ  

(C) 01 ≠λ 且 121 ≠λλ            (D) 02 ≠λ 且 121 ≠λλ  

 

【解】

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=+−+

1
00

01
),,()),(,(

22

1

1

321313231

λλ
λ

λ
ααααααααα AAA ， 

由 321 ,, ααα  线性无关，又 0)1(
1
00

01

211

22

1

1

=−=
−

λλλ
λλ

λ
λ

， 
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1,0 211 ==⇔ λλλ or ，所以，选（A）。 

 

 

(14)对 3阶矩阵 A的伴随矩阵 *A 先交换第 1行和第 3行，然后将第 2列的 2− 倍加到第 3列，得到

矩阵 E− ，其中E是 3阶单位矩阵，则 =A （   ）。 

(A) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

1
21

1
或

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

1
21
1

 。     (B) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

1
21

1
或

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
1

12
1
。 

(C) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

1
21
1
或

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

1
12

1
。   (D) 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
1

12
1
或

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

1
12

1
。 

 
【解】依题意 

           EA −=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
∗

1
21

1

1
1

1

 

           EA −=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
− ∗

1
1

1

1
21

1
， EA −=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
− ∗

1
12

1
， 

12 =A ，所以， 于是.1±=A  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

1
12

1

1
12

1
AA 或 ，故选（D）。 

 

 

三、 解答题(本题 9小题，满分 94 分，解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤.) 

（15）（本题满分 11分）设 51 1 << a ， )5(1 nnn aaa −=+ ， ),2,1( L=n ，证明 nn
a

∞→
lim 存在，

并求此极限值。 

 

【证】采用归纳法，先考虑{ }na 的有界性，再考虑单调性。 
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2
5)5(

2
1)5( 11112 =−+≤−= aaaaa ， 

假设
2
5

<na ，则 

2
5)5(

2
1

1 =−+=≤+ nnn aaa ， 

因此{ }na 有上界
2
5
。由 

11215)5(1 =−≥−=
−

=+

nn

nn

n

n

aa
aa

a
a

 

得到{ }na 单调增加，故 nn
a

∞→
lim 存在，记 Aann

=
∞→

lim 。 

由极限的唯一性，对 )5(1 nnn aaa −=+ 两边取极限，由极限的唯一性得到

)5( −= AAA ，解得 0=A 或
2
5

=A ，再由极限保序性，得到 1≥A ，因此
2
5lim ==

∞→
Aann

。 

 

（16）（本题满分 11分）求不定积分 ∫
− dx

xx
x
2sin

1cos
。 

 

【解】  =
−

∫ dx
xx

x
2sin

1cos
∫ ∫− xx

dxdx
xx

x
22 sinsin

cos
 

= ∫ ∫−
x

xd
x
xd

22 sin
)(

2
sin

)(sin2 = Cx
x

++
− cot2

sin
2

。 

 

 

（17）(本题满分 11分) 一个容器的内表面侧面由曲线 )20(2 2 ≤≤+= xyx  绕 x轴旋转而成，

外表面由曲线
22 yx += 在点 )2,2( 的切线位于点 )2,2( 与 x轴焦点之间的部分绕 x轴

旋转而成，此容器材质的密度为µ，求此容器自身的质量M 及其内表面的面积 S。 

 

【解】 2)2( =′y ，切线为 )2(22 −+= xy ，与 x轴交点为 )0,1(  

切线旋转后的体积为
3

2
1

π
=V ， 

曲线旋转成的体积为 ( )12
3
4)2(

2

2

22

2

2
2 −=−== ∫∫ πππ dxxdxyV  
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 (18)（本题满分 12 分）求解二阶微分方程的定解问题
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【解】令 uu
dx

yd
dx
dyu ′== 2

2

, ，原方程化为 

uyuuyu =+′⋅ sincos 2
，  0=u ， Cy = 不复合初值条件，舍去。 

0≠u 时，得到  
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再解方程 y
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 (19) (本题满分 12 分 ) 设 )(xf 在[0,1]上连续，在(0,1)内可导，且 ∫ =
1

0
0)( dxxf ，记
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(1) 求 )(' xF ； 
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(2)试证：在(0,1)内至少存在一点，使 ∫ −=
ξ

ξξ
0

)()( fdxxf  

(3)试证：在(0,1)内至少存在一点 0x ，使得 0)(')(2 000 =+ xfxxf  

 

【解】(1) 
0

'( ) ( ) ( )
x
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 (2) 
1

0
(0) 0,    (1) ( ) 0F F f x dx= = =∫ , 又因为 ( )F x 在[0,1]上连续， (0,1)内可导 

由 Roll 定理可得，存在一点 (0,1)ξ ∈  使得 '( ) 0F ξ = ，即 
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       (3) 因为 '(0) 0,   '( ) 0   (0,1)F F ξ ξ= = ∈   及 '( )F x 在[0,1]上连续，(0,1)内可导，由 Roll

定理可得，存在一点 0 (0, )x ξ∈  使得 0''( ) 0F x = ，即 

0)(')(2 000 =+ xfxxf 。 

 

 

（20）（本题满分 10分）设函数 )(xf 有反函数 )(xg ，且 13 =′= )(,)( afaf ， 2=′′ )(af ，  

(1) 求 )(3g ′′ ； (2)求极限 
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【解】  (1) 记 )(xfy = ， )(xg 为 )(xf 的反函数，已经改变了变量记号，为利用

反函数导数公式，可将 )(xg 易为 )(yg 。 

         由等式 1=′′ )()( ygxf   两边关于 x再次求导得到 

0=′′′′+′′′ xyygxfygxf )()()()(  
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g ，在上式中令 ax = ，应有 3=y ， 

因此得到     233 −=′′′−=′′ )()()( gafg 。 

      (2) 按导数定义的标准极限模式，采用加一项减一项的方法处理，   
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（21）（本题满分 9分）计算 ∫∫
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+
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（22）（本题满分 9分）已知矩阵
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A 的秩为 1，且 T)1,1,0( − 是 A的一个特征向量，(1) 求

参数 ba, ； (2) 求可逆矩阵P和对角矩阵D，使得 DAPP =−1
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【解】（1） 
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（3） 13 2
3 =y 表示两个平行的平面。 

 
 
（23）参数a取何值时线性方程组 
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有无穷多解？求出通解． 
 
【解】 
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通解为：     TT kx )1,0,1(012 −+−= ），，（ ，k为任意常数。 

若 ,1≠a 则 
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当 时，方程组无解2=a . 

当 时，2−=a  
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通解为： .)1,1,1()0,2,2( TT kx +=  

k为任意常数。 


