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数学(三)试题答案与解题分析 

一、填空题（本题共 6小题，每小题 4分，满分 24 分，把答案填在题中横线上） 

（ 1）设 ( )xf 在 ( )δδ ,− 内可导，当 0≠x 时， ( ) 0≠xf ，已知 ( ) 00 =f ， ( ) 20 =′f ，则

( )( ) ( ) =− +

→

x

x
xf 1ln

1

0 2
11lim                 。 

 

【解】由标准极限 ( )( ) ( ) ( )( )
( )
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x
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11lim2
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根据复合极限定理，只需求极限

x
xf

x
xf

xx

)(lim
2
1

)1ln(2
)(lim

00 →→
−=

+
−  

由于 ( )xf 在( )δδ ,− 内可导，所以由导数定义得到

1)0(
2
1)(lim

2
1

0
−=′−=−

→
f

x
xf

x

 ，因此 ( )( ) ( ) 11ln
1

0 2
11lim −+

→
=− exf x

x
。 

 

 

（2）设参数
16
1

>t ，差分方程 0)()1(
2
1)2( =++−+ ktykyky 的通解为 kaky =)( ，则当 t的取值

范围是            时，有 0lim =
∞→ kk

a 。 

 

【解】特征方程为 0
2
12 =+− tλλ ，特征根为

2
4
14

2
1

2

4
4
1

2
1

2,1

−±
=

−±
=

tit
λ  

kk
k CCaky 2211)( λλ +== ，当 11 <λ 且 12 <λ 时有 0lim =

∞→ kk
a 。 

tt =−+= )]
4
14(

4
1[

4
12

2,1λ ，因此得到 1
16
1

<< t 。 

 

 

（3）设函数 )0(sin >= xxy x
，则 =

=
2
πx

dy               。 
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【解】这类函数叫做幂指函数。首先两边取对数，得到隐函数方程 xxy lnsinln =  

再由隐函数求导法得  

x
xxxy

y
sinlncos1

+=′ ， 

从而 )sinln(cossin

x
xxxxy x +=′ 。 

dxdxdy
x

=⋅=
= π

π
π

2
22

。 

 

 

（4）若向量 ),,0( 2kk=β 能由向量 )1,1,1(1 k+=α ， )1,1,1(2 += kα ， )1,1,1(3 k+=α 唯一线性表

示，则 k应满足         ． 

 

【解】

30

.0)3(
111
111
111

2

−≠≠
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+
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kk

kk
k

k
k

且应填

 

 

 

（5）两名射手各向自己的靶独立射击，直到有一次命中时该射手才(立即)停止射击. 如两名射手每

次命中概率分别为 1/3和 1/4. 求两射手均停止射击时脱靶（未命中）总数的数学期望=___________. 

 

【解】 :X 射手 i首次命中时的脱靶数，则停止射击时他的射击次数 )(~1 ii pGeX + ， 

因此 i
k

ii ppkXP )1()( −== ， 2,1=i ， 

且 2,1,1)1( ==+ i
p

XE
i

I ，于是 111)1( −=−+=
i

ii p
XEEX ， 

故脱靶总数 21 XX + 的期望 5243211

21
21 =−+=−+=+

pp
EXEX 。 

答案为 5。 
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（6）设随机变量 X 的概率密度为
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
∈
∈

=
,0

]6,3[9/2
]1,0[3/1

)(
其它

若

若

x
x

xf 若使得 3/1)( =≥ kXP , 则 k 的取值范围

是______。 

 

【解】 ( )
[ ]
[ ]

其它，

若

若

6,3x
1,0x

0
9/2
3/1

∈
∈

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=xf  

求 k 使得 ( ) 3/1kXP =≥ ，则 k的取值范围是[4.5，6] 

 

 

二、选择题（本题共 8 小题，每小题 4 分，满分 32 分，在每小题给出的四个选项中，

只有一个是符合题目要求的，把所选项前的字母填在题后的括号内。） 

（7）设函数 ( )xf 连续，在 0x 可导, 且 ( ) 2
00 xxf = , ( ) 00 2' xxf > ，则存在 0>δ ，使得（    ）。 

（A）函数 ( ) 2xxf − 在 ( )δ+00 , xx 内单调增加。 

(B) 函数 ( ) 2xxf − 在 ( )00 , xx δ− 内单调减少。 

(C) 对任意的 ( )δ+∈ 00 , xxx 有 ( ) 2xxf > 。 

(D) 对任意的 ( )00 , xxx δ−∈ 有 ( ) 2xxf > 。 

  

答案：C。 

【解】 ( ) 2)( xxfxg −= ， ( ) 00 =xg ， ( ) 00 >′ xg ， 

0
)()(

lim)(
0

0
0

0
>=

−
−

=′
→

A
xx

xgxg
xg

xx

，由极限的保序性，存在 0>δ ，对任意

的 ( )δ+∈ 00 , xxx 有 ( ) 0)()()( 00 >−>=− xxAxgxgxg ， 即

( ) 2xxf > 。 

注意：函数在一点导数的正负号不能得出( )00 , xx δ− 或( )δ+00 , xx 内的增减性结论，只

能得出函数值的局部比较性质！ 
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（8）设 10 << R ，则二重积分 ∫∫
≤+

+

+
=

222

22

1Ryx

yx

d
xy

eI σ 等于（   ）。 

（A） ∫∫
>>
≤+

+

+
00

222

22

1
4

yx
Ryx

yx

d
xy

e

,

σ 。   （B） ∫∫
>

≤+

+

+
0

222

22

1
2

x
Ryx

yx

d
xy

e σ 。 

（C） ∫∫
<>
≤+

+

+
00

222

22

1
4

yx
Ryx

yx

d
xy

e

,

σ 。   （D）0.  

 

答案为 B 

 

 

（9）设幂级数 ∑ −
+

∞

=0
)(

)2ln(
1

n

nax
n

在点 21 −=x 条件收敛,则幂级数 ∑ −
+

∞

=0 2
)(

)2(
1

n

nax
n

在点

2
1

2 =x 的收敛情况是（   ）。   

(A)绝对收敛 .  (B)条件收敛 .   (C)发散 .    (D)不能确定 . 

 

【解】只须注意到两个级数的收敛半径均为 1=R 。∑
∞

=

−
+0

)(
)2ln(

1
n

nax
n

的收敛区间中点

1−=a ，或 3−=a ， Rxx 2
2
5

21 >=− ，点

2
1

2 =x 在收敛域的外部，因此选

(C)。 

 

 

（10）已知 ),( yxf 在点 )0,0( 的某邻域内连续，且 1
)(

)(),(lim 22

22

0
0

=
+

+−

→
→ yx

yxyxf

y
x

，则（    ）。 

(A) 点 )0,0( 不是 ),( yxf 的极值点   (B) 点 )0,0( 是 ),( yxf 的极大值点 

(C) 点 )0,0( 是 ),( yxf 的极小值点   (D) 无法判断点 )0,0( 是否为 ),( yxf 的极值点 

 

答案：C 。 
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（11）设 ( , )z h x y= 由方程
xyze x y z= + + 确定，则 ( , )h x y 在点 0 (0,1)P 的两个偏导数（    ）。 

（A） 分别等于0和-1。       （B） 分别等于 1− 和0。    

（C）  都等于0。           （D）  都等于 1− 。 

 

答：D。 

【解】 )( zyxe xyz ++= ， 0
0 1 ze += ， 00 =z ， 

对 x取偏导数： xx
xyz zxyzyze +=+ 1)( ， 

将 )0,1,0(p 代入计算得到： 1)()1,0(
−==

∂
∂ pz

x
h

x 。 

 

（12）设 3阶矩阵 A的行列式 0<A ，A的伴随矩阵满足 EA −=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1
21

1

1
1

1
*

，其中E

是 3阶单位矩阵，则 =A （    ）。 

(A) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

1
21

1
   (B) 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
1

12
1

  (C) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

1
12

1
   (D) 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

1
21

1
 

 
[解] 依题意 

  EA −=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
∗

1
21

1

1
1

1

 

 

       EA −=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
− ∗

1
1

1

1
21

1
，  

 EA −=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
− ∗

1
12

1
， 12 =A  
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所以， 于是.1±=A  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

1
12

1

1
12

1
AA 或  

故选（D）。 
 

 

（13）设 21,λλ 是 3阶矩阵 A的两个不同的特征值， 21,αα 是 A的属于 1λ 的线性无关的特征向量， 3α

是 A的属于 2λ 的特征向量，则 31 αα A+ ， )( 32 αα −A ， 31 αα +A 线性相关的充分必要条件

是（   ）。 

(A) 01 =λ 或 121 =λλ 。           (B) 02 =λ 或 121 =λλ 。 

(C) 01 ≠λ 且 121 ≠λλ 。           (D) 02 ≠λ 且 121 ≠λλ 。 

 

[解] 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=+−+

1
00

01
),,()),(,(

22

1

1

321313231

λλ
λ

λ
ααααααααα AAA  

由 321 ,, ααα  线性无关，又

1,0

0)1(
1
00

01

211

211

22

1

1

==⇔

=−=
−

λλλ

λλλ
λλ

λ
λ

or

 

所以，选（A）。 

 

 

（14）设总体 X二阶矩存在, X1, X2, K,Xn是其简单样本，n>1, 样本均值为 X .  

  则对 X期望µ估计时, （     ）. 

(A) 2/)( 1 XX + 不是无偏, 但它比 X 更有效.  

(B) 2/)( 1 XX + 比 X 更有效.  

(C) 利用切贝雪夫定理， 2/)( 1 XX + 以概率收敛于 0，因此是µ的一致估计.  

(D) X 比 2/)( 1 XX + 更有效.   

 

答案：D  
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三、解答题（本题共 9小题，洪分 94 分。解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤。） 

（15）（本题满分 8分）设 ( ) ( )∫=− 4
0

2 2cos
π

dxxfxxf ，求 ( )∫ 2
0

π

dxxf 。 

 

【解】记 ( ) Idxxf =∫ 2
0

π

，再令 ux =2 ，则 dudx
2
1

= ，  

( ) =∫ 4
0

2
π

dxxf ( ) Iduuf
2
1

2
1 2

0
=∫

π

。 

对等式 ( ) ( )∫=− 4
0

2 2cos
π

dxxfxxf 两边取积分得到, 

( ) IdxIdxxxf
42

]cos[ 2
0

2
0

2 πππ

==− ∫∫ . 即 IdxxI
4

cos2
0

2 ππ

=− ∫ ， 

故 dxxII ∫=− 2
0

2cos
4

ππ
422

1 ππ
=⋅= ,  

因此 == ∫ dxxfI 2
0

π

)(
π

π
−4
。 

 

 

（16）（本题满分 12分）设函数 )(xyy = 在 ),( +∞−∞ 内具有二阶导数，且 

)(,0)( yxxxy =≠′ 是 )(xyy = 的反函数。 

（1）试将 )(yxx = 所满足的微分方程 0)sin(
3

2

2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

dy
dxxy

dy
xd

变换为 )(xyy = 满足的微

分方程； 

（2）求变换后的微分方程满足初始条件
2
3)0(,0)0( =′= yy 的解。 

【解】（1）因为 xxyx =))(( ，所以  1=′y
dy
dx

， 

从而    0)( 2
2

2
=′′+′ y

dy
dxy

dy
xd

， 

且           32

2

)(
,1

y
y

dy
xd

ydy
dx

′

′′
−=

′
= 。 
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代入原方程得 xyy sin=−′′ 。 

（2）方程 xyy sin=−′′ 对应的齐次方程 0=−′′ yy 的通解为 

xx eCeCY −+= 21 。 

设方程 xyy sin=−′′ 的特解为   xBxAy sincos* += ， 

代入得 
2
1,0 −== BA ，故 xy sin

2
1* −= ，从而 xyy sin=−′′ 的通解为 

xeCeCy xx sin
2
1

21 −+= −
。 

由
2
3)0(,0)0( =′= yy ，得 1,1 21 −== CC ，故所求初值问题的解为 

xeey xx sin
2
1

−−= −
。 

 

（17）（本题满分 9分）求 ( )∫∫ ++
D

dyyx ,22 σ 其中 D是由圆 422 =+ yx 和 

( ) 11 22 =++ yx 所围成的平面区域（如图） 

[解 1] ( )∫∫ ++
D

dyyx σ22  

( ) ( )∫∫ ∫∫ ++−++=
大圆 圆小D D

dyyxdyyx
,

2222 .σσ  

 ( )∫∫ ++
大圆D

dyyx σ22  

∫∫ ∫∫++=
大 大　　　Ｄ D

yddyx σσ22 ∫ ∫ =+=
π

πθ
2

0

2

0

2

3
160drrd         

     ( )∫∫ ++
小圆D

dyyx σ22  

( ) ∫ ∫∫∫ ∫∫
−

+=++= 2
3

2

cos2

0

222 0
π

π

θ
θσσ drrdyddyx

D D小 小

　  

,
9
32

=  

所以 ( ) ( ).23
9

1622 −=++∫∫ πσdyyx
D
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[解 2]由积分区域对称性和被积函数的奇偶性 

∫∫ =
D

yd 0σ  

原式 

.2

0

1 2

2222

22

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+++=

++=

∫∫ ∫∫

∫∫

上 上D D

D

dyxdyx

dyx

σσ

σ

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+= ∫ ∫ ∫ ∫−2

0

2

0
2

2

cos2

222
π

π
π

θ
θθ drrddrrd   

( )23
9

16
9

16
3
4

3
42 −=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= πππ   

[注]： ∫∫ +
1

22

上D

dyx σ 定限 1分，计算 1分。 ∫∫ +
2

22

上D

dyx σ 定限 2分，计算 2分。 

 

 

（18）（本题满分 9分）求∑
∞

=

+ +−
1

1 )1()1(
n

nn xnn 的和函数，并求∑
∞

=

+ +
−

1

1

2
)1()1(

n
n

n nn
的和。 

 

【解】∑
∞

=

+ +−
1

1 11
n

nn xnn )()( 与∑
∞

=

+−
1

1)1(
n

nn x 二阶导数有关，先考虑一阶导数。 

∑∫
∞

=

++−=
1

11

0
)1()(

n

nnx
nxdxxS ∑

∞

=

−+−=
1

112 )1(
n

nn nxx  

2

2
2

1

12

11
1

)(
)(

x
x

x
xxxx

n

nn

+
=

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∑

∞

=

+
 

再求一阶导数得到 1
1

2
3 <

+
= x

x
xxS ,

)(
)( 。于是 

27
8

2
1

2
11

1

1 ==
+

−∑
∞

=

+ )()()( Snn
n

n
n

。 

注：逐项求导和逐项积分性质是幂级数的两个重要性质，是处理幂级数求和与展开问题的有效手段。 
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（ 19）（本题满分 8 分）设 )(xf 在[0,1]上连续，在(0,1)内可导，且 ∫ =
1

0
0)( dxxf ，记

)(xF ∫=
x

dttxf
0

)( 。 

(1) 求 )(' xF ； 

(2)试证：在(0,1)内至少存在一点，使 ∫ −=
ξ

ξξ
0

)()( fdxxf  

(3)试证：在(0,1)内至少存在一点 0x ，使得 0)(')(2 000 =+ xfxxf  

 

【证】(1) 
0

'( ) ( ) ( )
x

F x f t dt xf x= +∫  

      (2) 
1

0
(0) 0,    (1) ( ) 0F F f x dx= = =∫ , 又因为 ( )F x 在[0,1]上连续， (0,1)内可导 

由 Roll 定理可得，存在一点 (0,1)ξ ∈  使得 '( ) 0F ξ = ，即 

∫ −=
ξ

ξξ
0

)()( fdxxf    

       (3) 因为 '(0) 0,   '( ) 0   (0,1)F F ξ ξ= = ∈   及 '( )F x 在[0,1]上连续， (0,1)内可导， 

由 Roll 定理可得，存在一点 0 (0, )x ξ∈  使得 0''( ) 0F x = ，即 

0)(')(2 000 =+ xfxxf 。 

 

 

.（20）（本题满分 13分）设
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

=
213

714
1026

a
A 是齐次线性方程组（I）的系数矩阵，

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
c
b

β 是

齐次线性方程组（II）的基础解系，已知线性方程组（I）与（II）同解． 

(1) 求 cba ,, ；(2) 求非齐次线性方程组 β=Ax 的通解． 

 
[解] （1） 

          
70

213
714
1026

=⇒=
−−

−
−

a
a
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               .1,2
053
074

01026
==⇒

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++−
=++−
=++−

cb
cb
cb

cb
 

（2）

TT kx )1,1,2()0,1,0(

0000
1110
0201

0000
1513
0201

1513
1714
21026

+=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

→

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
→

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

 

 

（21）（本题满分 13分）设 5阶实对称矩阵 A满足 0652 =+− EAA ，其中E是 5阶单位矩阵，已

知 EA 2− 的秩为 2， 

(1) 求行列式 EA− 的值；    (2) 判断 A是否为正定矩阵？证明你的结论． 

 
[解] （1）由 

             
5)3()2(

0)3)(2(
≤−+−

=−−
EArEAr

EAEA
 

又   5)())3()2(()3()2( ==−−−≥−+− ErEAEArEArEAr  

所以 .3)3(,5)3()2( =−=−+− EArEArEAr  

A的特征值为：2，2，2，3，3。 
      EA − 的特征值为：1，1，1，2，2。 

      于是 .422111 =××××=A  

（2） A的特征值全为正数，所以 A是正定矩阵。 
 
 

（22）（本题满分 13分）设二维随机变量 )5.0,2,2,0,0(~),( NYX , 则 

  (I) 求 U＝ 2X 的密度函数. 

(II) 求 YX + 与 YX − 的密度函数. 

(III) YX + 与 YX − 是否不相关？说明理由. 

 
[解] (I)  Y = X2非负且为连续型，故 y < 0时的密度为 0，现考 y >0 的情形。 注意反函数有两支，
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0,)( >±= yyyh j ，且 0,
2

1|)(| >=′ y
y

yh j 。 因此 

[ ]
0
0

0

)()(
2

1
)(

≤
>

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −+

=
y
yyfyf

yyf XX
Y 。 

X ~ N (0, 2)时, 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
−=

4
exp

2
1)(

2xxf X
π

 

代入即可得到 y >0时     
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−= −

4
exp

2
1)( 21 yyyfY
π

。 

(II) 由二元正态分布的性质，知 YX + 与 YX − 的均为正态的， 

)(0)( YXEYXE −==+ ， 

2425.022222
),(2)(

21 ±=××±×=±=
±+=±
σρσDX

YXCovDYDXYXD
 

故 YX + ~ N(0, 6),  YX − ~ N(0, 2) 

(III) 

)()(0
))(( 22

YXEYXEDYDX
EYEXYXYXE

−+==−=
−=−+  

因此 YX + 与 YX − 是不相关的。 

 

（23）（本题满分 13分）假设随机变量Y服从参数为 0>λ 的指数分布, 随机变量 

      2,1
,,1

,,0
=

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

≤
= k

kY

kY
X k

若

若
 

求 (I)  X1，X2的联合概率分布;     

       (II)  X1和 X2的相关系数 r; 

(III) 设参数 λ未知，从总体 Y抽样得到简单样本观测值 nyyy ,,, 21 L ，试求λ的最大似然估

计值. 

 

[解]  (I) Y的分布函数为 ).0(0)(),0(1)( ≤=>−= − yyFyeyF yλ  

),( 21 XX 有四个可能值: )1,1(),0,1(),1,0(),0,0( 。 

易见 { } { } { } λ−−=≤=≤≤=== eYPYYPXXP 112,10,0 21  

{ } { } ;02,11,0 21 =>≤=== YYPXXP  

{ } { } { } λλ 2
21 212,10,1 −− −=≤<=≤>=== eeYPYYPXXP  

{ } { } { } λ2
21 22,11,1 −=>=>>=== eYPYYPXXP  

于是, 可将 1X 和 2X 联合概率分布列表如下: 
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      X2  
X1 

0 1 

0 λ−− e1  0 

1 λλ 2ee −−  λ2−e  

 (II) { } λ2
112121 1,1)( −===== epXXPXXE  

{ }
{ } λ

λ

2
122

2
2

111
2

1

1)()(

1)()(
−

•

−
•

=====

=====

epXPXEXE

epXPXEXE
,  

)1()1(

)1()1(
22

112

111
λλ

λλ

−−
••

−−
••

−=−=

−=−=

eeppDX

eeppDX
 

λλ 32
212121 )(),( −− −=−= eeEXEXXXEXXCov  

λλλλ

λλ

eeee

ee
DXDX

XXCov
r

+
=

−−

−
==

−−−

−−

1

1

)1)(1(

),(
23

32

21

21 . 

(III)  似然函数 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ >−= ∏ =

其余

所有

0
0}]exp{[)( 1 ii

n
i yyL λλλ ， 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∞−
>−= ∑ =

其余

所有 0ln)(ln 1 i
n
i i yynL λλλ  

由似然方程解得 yy
n

n
i i == ∑ =1

1λ ，故λ的最大似然估计值 yL =λ̂ . 


