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数学(二)试题答案及解题分析 

一、填空题（本题共 6小题，每小题 4分，满分 24 分，把答案填在题中横线上） 

（1）极限
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[解]：利用函数的单调性与积分的保序性（或比较性质） 
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答案为：0。 

 

 

（2）已知 ， ，则af =′ )0( 0)0( =f
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−
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解 1： 
)5tan(

cos1
0cos1

)0()cos1(lim
)5tan(

)cos1(lim 2020 x
x

x
fxf

x
xf

xx

−
⋅

−−
−−

=
−

→→
 

10
)0(

5
2
1

lim)0(
)5tan(

cos1lim)0( 2

2

020

f
x

x
f

x
xf

xx

′
=′=

−
⋅′=

→→
=

10
a
。 

解 2： 2 20 0

(1 cos ) (1 cos )lim lim
tan(5 ) 5x x

f x f x
x x→ →

− −
= =

( )
20

(0) (0)(1 cos ) (1 cos )
m

tan(5 )x
li

f f x o
x→

x′+ − + −
=

10
a
。 

答案为：
10
a
。 

 
 

（3）设函数 是由方程),( yxfz = 2 2 2 2xyz x y z+ + + =
确定的,则函数  在点),( yxfz =
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(1,0, 1)− 的微分dz =           。 
 

答案为： dydx 2− 。 

 

 

（4）设 A 是一个装满水的半球形水池，半径为 R，若用水泵将 A 中的水全部泵出，则克服重力所

作的功为                  。 

 

[解]：取半球的球心为坐标原点，竖直向下的直线为 轴，则克服重力所做的功为 x

。4
0

422

0
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4
1]

4
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πππ =−=−= ∫   

答案为： 41
4

Rπ 。 

 

 

（5） x
x

e
exf x

x 1sin
1

21)( +
+
−

=
的水平渐进线为         与            。 

 

答案为： ，)(0 −∞→= xy )(1 +∞→−= xy 。 

 

 

（6）设 ，则矩阵
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二、选择题（本题共 8 小题，每小题 4 分，满分 32 分，在每小题给出的四个选项中，

只有一个是符合题目要求的，把所选项前的字母填在题后的括号内。） 

（7）设函数 连续，在 可导, 且( )xf 0x ( ) 2
00 xxf = , ( ) 00 2' xxf >

，则存在 0>δ ，使得（    ）。 

（A）函数 在( ) 2xxf − ( )δ+00 , xx
内单调增加。 
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(B) 函数 在( ) 2xxf − ( )00 , xx δ−
内单调减少。 

(C) 对任意的 ( )δ+∈ 00 , xxx
有 ( ) 2xxf > 。 

(D) 对任意的 ( )00 , xxx δ−∈
有 ( ) 2xxf > 。  

 

[解]： ， ，( ) 2)( xxfxg −= ( ) 00 =xg ( ) 00 >′ xg ， 

0
)()(

lim)(
0

0
0

0

>=
−
−

=′
→

A
xx

xgxg
xg

xx
，由极限的保序性，存在 0>δ ，对任意的 ( )δ+∈ 00 , xxx

有 ，即( ) 0)()()( 00 >−>=− xxAxgxgxg ( ) 2xxf > 。 

注意：函数在一点导数的正负号不能得出 ( )00 , xx δ− 或 ( )δ+00 , xx 内的增减性结论，只能得

出函数值的局部比较性质！ 

 

 

（8）若 ，则 
0)(lim)(lim),,0[)( 3 =′′′+∞∈
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xfxfCxf

xx
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0)(lim)(lim =′′=′
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[解]：（泰勒公式） 

当 时， 1>x

)1,(),(
6
1)(

2
1)()()1( +∈′′′+′′+′+=+ xxfxfxfxfxf ξξ ， 

),1(),(
6
1)(

2
1)()()1( xxfxfxfxfxf −∈′′′−′′+′−=− ηη ， 

两式相减，并令 +∞→x 得 0)(lim =′
+∞→

xf
x

， 

两式相加，并令 +∞→x 得 0)(lim =′′
+∞→

xf
x

。 

[注] 事实上，任意两点 bxax ++ , 的值在点 展开都能得到结论。 x

答案为：A 
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（9）设 在 某邻域内有二阶连续导数，且)(xf 0=x 0)0( =′f ，
1

cos1
)(lim

0
=

−
′′

→ x
xfx

x ，则（   ）。 

(A) ，但 是曲线0)0( ≠′′f ))0(,0( f )(xfy = 的拐点 

(B) 且 是 的极小值 0)0( =′′f )0(f )(xf

(C) ,且 是曲线0)0( =′′f ))0(,0( f )(xfy = 的拐点  

(D) 且 是 的极小值 0)0( ≠′′f )0(f )(xf

 

[解]：（1）首先 01
cos1

)(lim
0

≠=
−
′′

→ x
xfx

x
，则 0)(lim

0
=′′

→
xf

x
，又因为 在 某邻域内有二阶连

续导数，于是

)(xf 0=x

0)0( =′′f 。其次，根据极限的保序性知道，在 的某去心邻域内，必有

，即知 在 两侧变号，于是可以断定 是曲线 的拐点。

即只有选项(C)正确。 

0x

0)( >′′ xfx )(xf ′′ 0=x ))0(,0( f )(xfy =

答案为：C 

 

 

（10）极限
=
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∫
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x t
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te2

1
1
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（A）-1  (B)0   (C)1   (D)  2
1

−
 

 

答案为：B 
 
 

（11）方程 可以确定隐函数03 22 =−+ yxyx )(xyy = 的条件是（   ）。 

（A）    (B)   (C) 0≠x 023 ≠− xy 032 ≠+ yx     (D) 032 ≠− xy  

 

解： ，02332 =′−′++ yyyxyx
xy
yxy

32
32

−
+

=′ 。 

答案为：D 
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（12）设 连续，且 如右图所示，则 (   )。                  )(xfy = )(xf ′

(A) 有 3个极小值点， )(xfy =

1个极大值点，1个拐点            

(B) 有 2个极小值点， )(xfy =

2个极大值点，无拐点 

(C) 有 2个极小值点，2个极大值点，1个拐点     )(xfy =

y’ 
 
 
 
 
0 x 

(D) 有 1个极小值点，2个极大值点，1个拐点 )(xfy =

 

答案为：C 

 

 

（13）设 ， ， ， 
⎟
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⎟
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⎜
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⎜
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⎝

⎛
=

000
000
001

C

  （1） A与 B相似且等价；（2） A与 B与C相似；（3） A与 B与 等价，则（     ） C

（A）（1）（2）正确，（3）不正确； （B）（1）（3）正确（2）不正确 

（C）（1）（2）（3）都正确；       （D）（1）正确（2）（3）不正确 

 

答案为：B 

 

（14）设 为 阶可逆矩阵，且 ，其中BA, n ( ) EAB =2
E是 阶单位矩阵，则以下选项中错误的是

（    ） 

n

           ABA =−1)( ABABB =−− 11)( ( ) EBAC =2)(    BABAD =−1)(

 

答案为：B 
 
 

三、 解答题(本题 9小题，满分 94 分，解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤.) 

（15）（本题满分 11分） 

设函数 在 内具有二阶导数，且)(xyy = ),( +∞−∞ )(,0)( yxxxy =≠′
是 的反函数。 )(xyy =
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（1）试将 所满足的微分方程)( yxx =
0)sin(

3

2

2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

dy
dxxy

dy
xd

变换为 满足的微

分方程； 

)(xyy =

（2）求变换后的微分方程满足初始条件 2
3)0(,0)0( =′= yy
的解。 

 

[解]：因为 ，所以    xxyx =))(( 1=′y
dy
dx

， 

从而     0)( 2
2

2
=′′+′ y

dy
dxy

dy
xd

，故   32

2

)(
,1

y
y

dy
xd

ydy
dx

′

′′
−=

′
= 。 

代入原方程，得         xyy sin=−′′ 。 

（2）方程 对应的齐次方程xyy sin=−′′ 0=−′′ yy 的通解为 。 
xx eCeCY −+= 21

设方程 的特解为   ， xyy sin=−′′ xBxAy sincos* +=

代入得 
2
1,0 −== BA ，故 xy sin

2
1* −= ，从而 xyy sin=−′′ 的通解为 

xeCeCy xx sin
2
1

21 −+= −
。 

由
2
3)0(,0)0( =′= yy ，得 1,1 21 −== CC ，故所求初值问题的解为 

xeey xx sin
2
1

−−= −
。 

 
 
（16）（本题满分 12分） 

设 在)(xf ),0[ ∞+ 内可导 1)0( =f ，其反函数为 ， 且满足与  )(xg

)()12()(
)(

xfxdtxtg
xfx

x
+=−∫

+

，（1）求 ；（2）求 . ∫
1

0
)( dttg ( )f x

 

[解]：（1） 。 1)(
1

0∫ =dxxg

（2）对变限积分令 ，则有 ,t x u dt du− = =

)()12()()(
)( )(

0
xfxduugdtxtg

xfx

x

xf
+==−∫ ∫

+
， 

关于 求导数，注意到x xxfg =))(( ，得到 

)(2)()12()( xfxfxxfx +′+=′ ， 

0)(2)()1( =+′+ xfxfx ，因 1−≠x ，则有 
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x
xfxf

+
−=′

1
)(2)( ，积分得到 2)1(

)(
x

Cxf
+

= ， 

又 ，解出 ，于是1)0( =f 1=C 2)1(
1)(
x

xf
+

= 。 

 
 
（17）（本题满分 11分） 

一个容器的内表面侧面由曲线
)20(2 2 ≤≤+= xyx  绕 轴旋转而成，外表面由曲线x

22 yx +=
在点 )2,2( 的切线位于点 )2,2( 与 轴焦点之间的部分绕 轴旋转而成，此

容器材质的密度为

x x

µ ，求此容器自身的质量M 及其内表面的面积 。 S

 
 

解： 2)2( =′y ，切线为 )2(22 −+= xy ，与 轴交点为  x )0,1(

切线旋转后的体积为
3

2
1

π
=V ， 

曲线旋转成的体积为 ( )12
3
4)2(

2

2

22

2

2
2 −=−== ∫∫ πππ dxxdxyV  

此容器自身的质量 ( )23
4
3)( 21 −=−= πµµ VVM  

内表面积为 ∫∫ −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+⋅−=

2

2

22

2

2

2

2 )1(22
2

122 dxxdx
x

xxS ππ  

                ( ) 2

2

22 1ln
2
11

2 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−−= xxxx

 

                π⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+

+−=
23
12ln2262  

（18）（本题满分 11分） 

计算二重积分 
∫∫ −=
D

dxyI σ3

，其中 
}11,11),{( ≤≤−≤≤−= yxyxD
。 

 

[解]： ∫∫ −=
D

dxyI σ3 ∫ ∫∫ ∫
− −−

−−−=
1

1 1

3
1

1

1
3

3

3

)()(
x

x

dyxydxdyxydx  

.
7

16)]1()1(
2
1[)1()1(

2
1[

1

1

336
1

1

336 =+−−−−−−= ∫∫
−−

dxxxxdxxxx  
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（19）（本题满分 11分） 

设 在 内有定义，且在)(xf ),( ba ),(0 bax ∈
处可导。数列 满足条件： }{},{ nn yx

00 limlim, xyxbyxxa
n

n
n

nnn ==<<<<
∞→∞→ 。 

试求 nn

nn

n xy
xfyf

−
−

∞→

)()(
lim

。 
 
[解]：（泰勒公式，无穷小的运算，或导数概念，极限与无穷小的关系） 

由 在 处的可微性，并且)(xf 0x 0limlim xyx
n

n
n

n ==
∞→∞→

于是 

 )())(()()( 0000 xxoxxxfxfxf nnn −+−′+= , 

)())(()()( 0000 xyoxyxfxfyf nnn −+−′+= . 

故 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

−
−
−

+′=
−
−

∞→∞→
nn

n

nn

n

n
nn

nn

n xy
xxo

xy
xyo

xf
xy

xfyf )()(
)(lim

)()(
lim 00

0 . 

由因为 ,0 byxxa nn <<<< 所以得到： 

0

00

0

00 )()(
0,

)()(
0

xx
xxo

x
xy
xxo

xy
xyo

xy
xyo

n

n

nn

n

n

n

nn

n

−
−

≤
−
−

≤
−
−

≤
−
−

≤ ， 

所以 )(
)()(

lim 0xf
xy

xfyf

nn

nn

n
′=

−
−

∞→
。 

 
 
（20）（本题满分 10分） 

在曲线 上点 处引该曲线的法线.由该法线, 轴及该曲线围成区域为 D,求 D
绕 轴旋转一周生成的体积. 

21)( −= xy ),( 12 x
x

 

[解]：法线方程为： xy
2
12 −= ， 

方法一：对 x积分：
15

13
3

2
5

4
2
11

4

2

22

1

4 πππππ =+=−+−= ∫∫ dxxdxxVx ))(()(  

方法二：对 y积分： 

15
13)

2
3

5
2

3
2(2)32(2)124(2

1

0

2
3

2
1

0

ππππ =+−−=+−−=−−−= ∫∫ dyyyyydyyyVy  
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（21）（本题满分 10分） 

 设 在 上可导，且 ． )(xf [ ]ba, 0)(,0)( >>′ afxf

)(xB
试证：对右图中的两个面积 ，存在唯一的           )()( xBxA 和

),( ba∈ξ ，使得

99
)(
)(
=

ξ
ξ

B
A

。 
a  x  b

)(xA

 

[证明]：  ∫∫ −−=−=
x

a

x

a
dttfaxxfdttfxfxA )())(()]()([)(

))(()()]()([)( xbxfdttfdtxftfxB
b

x

b

x
−−=−= ∫∫  

令  ，则 )(99)()( xBxAxF −=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−−=−= ∫ ))(()(99)(99)()( abafdttfaBaAaF

b

a
. 

因为 ， 在 上单调上升．又 ， ，从而  

． 

0)( >′ xf )(xf [ ba, ] 0)( >af axafxf >> ),()(

0)(,0))(()( <<⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−∫ aFabafdttf

b

a
即

同理， ， 0)())(()(99)()( >−−=−= ∫
b

a
dttfabbfbBbAbF

由连续函数零点的存在性可知存在 ),( ba∈ξ ，使得 99
)(
)(
=

ξ
ξ

B
A

．又 

bxxfaxxfxBxAxF −′−−′=′−′=′ )((99))(()(99)()(  

)](99))[(( bxaxxf −−−′=  

bxaabbxxf ≤≤>−+−−′= ,0)]()(99)[(  

所以 ),( ba∈ξ 唯一。 

 
 
（22）（本题满分 9分） 

当参数 tp, 为何值时，非齐次线性方程组 

     
⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−−−
−=+++
−=++−

=++−

txxxx
xxpxx

xxxx
xxxx

4321

4321

4321

4321

6
2723

2462
032

   有解，无解？有解时，求通解． 
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TT kx 1,2,0,10,2,0,2 −−+−=

[解]： 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−
−−

−

t
p
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2723
24162
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⎟
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⎠
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⎜
⎜
⎜

⎝
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−−−−

−

→

t
p
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22160
22120

03121

⎟⎟
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⎟
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⎠
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⎜
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⎝

⎛

+
+

−−−−
→

40000
00080
22120
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t
p

 

若 ，方程组无解． 4−≠t

设 ，若 ，则 4=t 8−≠p

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−−−

→
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⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

→

00000
22100
00010
21001

 

通解为： ， k为任意常数． ( ) ( )

若 ，则8,4 −== pt

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

00000
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2
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25201

 

通解为： ( ) ( )T
T

T kkx 1,0,1,50,1,
2
1,20,0,1,2 21 −−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−+= 21,kk， 为任意常数． 

 
 
（23）（本题满分 9分） 

设 A 是 3 阶矩阵， 321 ,, ααα
是 3 维向量，若向量组 321 ,, ααα

线性无关，且

3211 22 αααα ++−=A
， 3212 22 αααα −−=A

， 3213 22 αααα −−=A
， 

（1）求矩阵 A的特征值； 

（2）设 EAB −= *2 ，其中E是 3阶单位矩阵， 是
*A A的伴随矩阵，求B的行列式 B

 的值。 
 

解：（1）  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−
=

122
212

221
),,(),,( 321321 ααααααA

       )5()1( 2 +−=− λλλ AE ， A的特征值为 1，1，－5； 

（2） 5−=A ， 的特征值为：－５，－５，１，
*A B的特征值为：－１１，－１１，１ 121=B  


