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强化部分 

第五课 微积分 

第 3章  用导数研究函数性态例题 一元积分学（1）积分方法与技巧 

1．用导数研究函数性态例题（续） 

前一讲 例 38-43 

例 44 =
−

−− −

→ xx
xee xx

x sin
2lim

0
          。 

[解] 原式 2
cos

lim
0

=
+

=
−

→ x
ee xx

x
。 

例 45  
axaxaxaxax ee

ax
x

ee

axx

−

−
⋅=

−

−
→→→ ln

ln
limcoslim

ln

lncos
lim  

 。 aeae aa coscos =⋅⋅= −

例 46  
xx

xxx
xx

x
xx ln)1(

1lnlim
ln
1

1
lim

11 −
+−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

− →→
 

2
1

)1(2
lnlim

)1(
1lnlim

121
=

−
=

−
+−

=
→→ x

x
x

xxx
xx

。 

例 47 曲线
x
xy

2
3

)1( +
= 的斜渐近线方程为      。

2
3

+x  

2．原函数概念 

设 在 上可积, 记 ，  )(xf ],[ ba ],,[ bax∈∀ ∫=
x

a
dttfxF )()(

(1) 若 在 上可积, 则变上限积分 定义的函数在 上

连续。 

)(xf ],[ ba ∫=
x

a
dttfxF )()( ],[ ba

注： 不一定是 在 上的原函数。 )(xF )(xf ],[ ba

(2) 若 在 上连续, 则变上限积分 定义的函数在 上

可导, 且 

)(xf ],[ ba ∫=
x

a
dttfxF )()( ],[ ba

)()( xfdttf
dx
d x

a
=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ∫ 。（此时 一定是 在 上的一个原函

数）。 

)(xF )(xf ],[ ba

证明: （1）  ，则 ， ],,[ bax∈∀ ∫=
x

a
dttfxF )()( ∫

∆+
=∆

xx

x
dttfxF )()(

因为 在 上可积, 因此 在 上有界，即)(xf ],[ ba )(xf ],[ ba ],,[ bax∈∀ 存在 使0>M
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得 Mxf ≤)( ，于是 

xMdttfxF
xx

x
∆≤≤∆≤ ∫

∆+
)()(0  

由夹逼定理可得 ，因此 在 上连续; 0)(lim
0

=∆
→∆

xF
x ∫=

x

a
dttfxF )()( ],[ ba

(2)   ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ∫

x

a
dttf

dx
d )(   

                

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

∆
= ∫∫

∆+

→∆

x

a

xx

ax
dttfdttf

x
)()(1lim

0 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∆
= ∫

∆+

→∆

xx

xx
dttf

x
)(1lim

0
 

∫
∆+

→∆ ∆
=

xx

xx
dt

x
f )(lim

0

ξ
 

)()(lim
0

xff
x

==
→∆

ξ  

上式中ξ为 与x xx ∆+ 之间的一个数，（上述证明用到积分中值定理）。 

例 1 设

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>+

≤
+=

01
2
1

0
1

1

)(
2

xx

x
xxf ，试确定 的一个原函数,使)(xf

4
)0( π
=F .答案： 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>++

≤+
=

0
44

1

0
4

arctan
)(

2 xxx

xx
xF π

π

。 

例 2 已知 2)1(' x
x

f = ,则 =      )(xf  。 

2

1)(
x

xf =′  ， C
x

xf +−=
1)( 。 

例 3  已知 的一个原函数为 ,常数)(xf 2sin x 0≠a ，则 ∫ =+ dxbaxf )('                 。

Cbax
a

bax
++

+ 2)cos()(2
。 

例 4 设 0,1)(ln >+=′ xxxf ，则 =)(xf           。 

令 ， , 。 tx =ln tetf +=1)(' Cexxf x ++=)(

例 5 求函数 在},1max{)( 2xxf = ),( +∞−∞ 上满足 1)0( =F 的 

一个原函数. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

>+

≤≤−+

−<+

=

1
3
5

3
1

111

1
3
1

3
1

)(
3

3

xx

xx

xx

xF  
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例 6 ,
⎩
⎨
⎧

>
≤+

=
0cos
01

)(
2

xx
xx

xf ),( +∞−∞∈x 的全体原函数为（    ）。 

(A) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>+

≤++=
0sin

0
3
1

)(
2

1
3

xCx

xCxxxF .   (B) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>+

≤+=
0sin

0
3
1

)(
3

xCx

xxxxF . 

(C) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>+

≤++=
0sin

0
3
1

)(
3

xCx

xCxxxF .   (D)  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

≤++=
0sin

0
3
1

)(
3

xx

xCxxxF  

[解] 应选 (C).  

例 7  设函数

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥+

<
−

=
0

0
2
cos1

)(
2 xbax

xx
xf ,试确定常数 与b , a

使得 在 有原函数. )(xf ),( +∞−∞

[解] 只当 在)(xf 0=x 处连续时有原函数.因此 0, =∈ bRa 。 

例 8 设

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤<

≤≤
=

21
2
1

102

x

xx
xf )( , 则 （   ）。， ∫=

x
dttfxF

0
)()(

(A)在 点不连续. 1=x

(B)在 内连续，但在 点不可导. ),( +∞−∞ 1=x

(C)在 内可导，且满足),( +∞−∞ )()( xfxF =′ . 

(D)在 内可导，但不一定满足),( +∞−∞ )()( xfxF =′ .    

选(B). 

【正确分析】首先， 有第一类间断点， 一定不是 的原函数。其次， 有

第一类间断点， 可积， 连续； 不可导，故选(B).（10 秒 OK!） 

)(xf )(xF )(xf )(xf

)(xf )(xF )(xF

关于原函数的一些重要结论是： 

结论 1 连续奇函数之原函数必为偶函数。 

结论 2 连续偶函数之原函数必为奇函数与常数之和， 

其中只有一个为奇函数（ ）。 0=C
结论 3 连续周期函数之原函数必为周期函数与线性数之和， 

且周期不变。 

连续周期函数 之原函数为周期函数的充要条件是 )(xf

水木艾迪考研培训网  www.tsinghuatutor.com   - 3 -    清华大学 理科楼 1101    电话：62781785 



2005 水木艾迪培训学校                         清华东门外创业大厦 1006      电话：62796032 

0)(
0

=∫
T

dxxf ，其中 为周期。 0>T

结论 4 有第一类间断点的函数没有原函数。 

结论 5 有第二类间断点的函数可以有原函数。 

结论 6 变限积分表示的函数不一定是原函数。 

例 9 不连续的函数也可能有原函数或不定积分, 例如函数 

  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠−=
00

01cos1sin2)(
x

x
xx

xxf   

有原函数 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠=
00

01sin)(
2

x

x
x

xxF  

但 是 的第二类间断点. 值得指出的是导函数没有第一类间断点。 0=x )(xf

3．凑微分法（基本积分法-----重要基础） 

例 10 ∫ +−
+ dx
xx

x
136

5
2 =             。 

答案与提示： ∫∫ +−
+

+−
+− dx

xxx
xxd

4)3(
8

136
)26(

2
1

22

2

 

= Cxxx +
−

++−
2

3arctan4)136ln(
2
1 2  

例 26． ∫ − )ln1(ln xxx
dx

＝ ∫ − )ln1(ln
)(ln

xx
xd

 

∫ −
=

x
xd

ln
ln

1
2 Cx += lnarcsin2  

或令 ，原式＝tx =ln Ct +arcsin2 。  

例 11 ∫ + xx
xdx
cossin

sin
；答案： Cxxx +++−

2
1cossinln

2
1

 

[解] （方法 1） ∫ =
+ xx
xdx
cossin

sin
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
+

+
+
−

∫∫ dx
xx
xxdx

xx
xx

cossin
cossin

cossin
cossin

2
1

 

∫ +
+
+

−= x
xx
xxd

2
1

cossin
)cos(sin

2
1 Cxxx +++−=

2
1cossinln

2
1

。 

（方法 2）令
2

tan xu = ，则可化成有理函数的积分 

（方法 3） xu tan= ， ∫∫ ++
=

+
du

uu
udx

xx
x

)1)(1(cossin
sin

2  
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（方法 4）由 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+

4
sin2cossin πxxx ，设

4
πθ += x  

例 11 ∫ +
dx

x
ex x

2

2

)2(
=         。 

 [解] ∫ +
dx

x
ex x

2

2

)2(
= )

2
1(2

+
− ∫ x

dex x Cexe
x

ex xx
x

+−+
+

−=
2

2

. 

  或= 
( ) ( )
( )∫ +

+++− dxe
x

xx x
2

2

2
2244

。 

例 12 ∫ +
dx

x
xx

2

2

1
arctan

=          。答案： ( ) Cxxxx +−+− 22 arctan
2
11ln

2
1arctan 。 

4．分部积分 被积函数有 ，以及 等时，分部积

分是常用的方法．这些函数本身比较复杂，但其导数相对比较简单． 

xxxx arcsin,arctan,ln,lnsin )(),(),( xfxgxf ′

例 13 ∫
+ dx
x

x)1ln(
＝         。 

[解] I Cxxxx +−++= )(arctan41ln2 。 

对第二项：分子加 1减 1，或令 tx = 。 

例 14 ∫ −
dx

x
xx
232 )1(

arcsin
= ∫

−
)

1
1(arcsin

2x
xd = ∫ −

−
−

22 11
arcsin

x
dx

x
x

 

= C
x
x

x
x

+
−
+

−
− 1

1ln
2
1

1
arcsin

2
   

• Cxxx
x

xdxxxxdx ++−=
+

−=∫ ∫ )1ln(
2
1arctan

1
arctanarctan 2

2  

∫ +−=• Cxxxxdx lnln  

Cexedxxe xxx +−=• ∫  

C
x
xdx

xx
dx

x
+

−
+

=
−

+
+

=
−

• ∫∫ 1
1ln

2
1)

1
1

1
1(

2
1

1
1

2  

例 15（1） ∫ dx
e

e
x

xarcsin
；答案： ( ) Ceexe xxx +−−−− − arcsin11ln 2

   

例 15 （2） ∫ dx
e

e
x

x

2

arctan
；答案： ( ) Ceeee xxx

x

+++−
−

1arctanarctan
2

2
2
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例 15 （3） =        ∫ + dxxe x 22 )1(tan  。 

原式＝ ＝∫− )(cotsinln xxd Cxxxx +−−− cotsinlncot 。 

例 15 （4） ∫ +
+ dx
xex

x
x )1(

1
＝            。 

 原式＝ ∫ +
+ dx
xexe

xe
xx

x

)1(
)1(

＝ ∫ + )1(
)(

xx

x

xexe
xed

＝ C
xe

xe
x

x

+
+1

ln 。 

例 16 求 dx
x

e x

∫ + 232

arctan

)1(
（由分部积分导致回归法） 

原式＝ C
x

xe x

+
+

+
2

arctan

12
)1(

。 

5．变量替换 

∫ − dxxa 22
， ，令)0( >a ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤≤=

2
0,sin πttax , tdtadx cos= 。 

∫∫∫ =⋅=− tdtadtatadxxa 2222 coscoscos  

Cxax
a
xaCttadtta +−+=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

+
= ∫ 22

22
2

2
1arcsin

22
2sin

22
2cos1

。 

∫ + dxxa 22
，  ，令)0( >a tax tan= 。 

∫ − dxax 22
，令 tax sec= 。 

例 17  计算不定积分 ∫
−− 21 xx

dx
. 

[解] (方法 1)令 , tdtdxtx cos,sin ==

原式 Cxxx +−−−= arcsin
2
11ln

2
1 2  

(方法 2) 

dt
tt

tI ∫ −
=

cossin
cos

dt
tt

ttttt
∫ −

−+−+
=

cossin
coscossinsincos

 

     CxIxx +−−−−= arcsinln 21 (回归法，解出 I 即可)。  

例 18  ∫ −+ 131 x
dx

=               。 

[提示]令 tx =−1 ， 原式＝ ∫ + t
tdx

31
2

＝ Cxx +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−− )131ln(

3
11

3
2

。 
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例 19 ∫
+ dx

xx
x

ln
ln1

=             。 

[解] 令 tx =+ ln1  

原式＝ dt
t

t
∫ −1

2
2

2

＝ C
t
tt +
+
−

+ |
1
1|ln2 = C

x
xx +
++
−+

++
1ln1
1ln1lnln12  

例 20  求 ∫ ++
−+ dx

x
x

11
11

。 

原式＝ C
x
xxxx +

++
−+

−+−+
11
11ln214ln2 。 

6. 有理分式的积分与三角有理式的积分 

•  有理分式积分一定可以用初等函数表示 

    有理分式 
)(
)()(

xQ
xPxR = , 其中 和 是多项式.  )(xP )(xQ

    代数知识告诉我们,   
)(
)()()( 2

1 xQ
xPxPxR +=  

其中 是多项式, 是次数低于 的多项式.  )(1 xP )(2 xP )(xQ

有理分式
)(
)(2

xQ
xP
可以表示成一些最简有理分式的和。（有理分式的最简分解). 

(1) 的一次因子 使得有理分式)(xQ )( ax −
)(
)(2

xQ
xP
分解后含有

ax
A
−
型的最简有理分式; 

(2) 的 重因子 使得有理分式)(xQ k kax )( −
)(
)(2

xQ
xP
有

( ) ( )k
k

ax
A

ax
A

ax
A

−−−
,,, 2

21 L  

型的最简有理分式; 

(3) 的二次因子 (其中 )使得有理分式)(xQ qpxx ++2 042 <− qp
)(
)(2

xQ
xP
有 

qpxx
NMx
++

+
2 型的最简有理分式; 

(4) 的 重二次因子 (其中 )使得有理分式)(xQ k ( )kqpxx ++2 042 <− qp
)(
)(2

xQ
xP
有

( ) ( )k
kk

qpxx

NxM

qpxx

NxM
qpxx

NxM

++

+

++

+
++

+
222

22
2

11 ,,, L 型的最简有理分式; 
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•  三角有理分式积分一定可以用初等函数表示 

（1） 三角有理分式  令),cos,(sin xxR
2

tan xt = , 21
2sin

t
tx

+
= ， 2

2

1
1cos

t
tx

+
−

= ，则  

dt
t

dx 21
2
+

= ，可将三角有理分式不定积分 ∫ dxxxR )cos,(sin 化为关于 t的有理分式积分。 

（2）若 = , 则变换)cos,sin( xxR − )cos,(sin xxR− xt cos= 会简单一些; 

     若 = , 则变换)cos,(sin xxR − )cos,(sin xxR− xt sin= 会简单一些; 

     若 = , 则变换)cos,sin( xxR −− )cos,(sin xxR xt tan= 会简单一些;  

例 21 ∫ −+
+ dx

xx
x

)1)(1(
22

2 ＝ ∫ +
−

−
dx

x
x

x
)

)1(1
1(2 2 ＝ C

x
x

+
+
−

1
1

2

2)(ln 。 

例 22  求 dx
x
x
∫ +

+
1
1

4

2

。 

 [解] 原式＝ dx
xxxx

)
)12(

1
)12(

1(
2
1

22∫ +−
+

++
 

＝ Cxx +−++ )12arctan(
2
2)12arctan(

2
2

。 

例 23 ∫ +
dx

xx
dx

)4( 6 ＝         。 

 [提示] 原式 dx
x

x
x∫ +
− )

4
1(

4
1

6

5

＝ C
x

x
+

+ 4
ln

24
1

6

6

。     

例 24  计算不定积分 ∫ + x
dx
sin1

。 

原式＝ C
x
+

+
−

2tan1
2

。 

例 25  计算 ∫ xx
dx

2cossin
。 

[解] ∫ xx
dx

2cossin
＝ Cx

x
x

++
−
+

2
tanln

cos21
cos21ln

2
1

 。  

7．综合例题 

例 26 计算不定积分 ∫
− dx

xx
x
2sin

1cos
。 
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答案与提示：原式 ∫ ∫−=
x

xd
x
xd

22 sin
)(

2
sin

)(sin2 Cx
x

++
−

= cot2
sin

2
。             

例 27 计算 ∫ + dxx )1arctan(  

答案与提示：原式＝ Cxxxxx ++++−+ )22ln()1arctan( 。  

例 28 计算不定积分 ∫ dx
x
xx

4cos
tan

。 

[解] 原式＝ Cxxxx ++−+ )tan
3
1(tan

4
1)tan1(

4
1 322  。              

例 29 设
x

xxf
sin

)(sin 2 = ，求 dxxf
x

x )(
1∫ −

。 

  dxxf
x

x )(
1∫ −

 Cxxx ++−−= 2arcsin12  

例 30 求不定积分  ∫ −

−

+
dx

e
xe

x

x

21 )(
。 

[解]   ∫ −

−

+
dx

e
xe

x

x

21 )(
Ce

e

xe x

x

x

++−
+

= )1ln(
1

。 

例 31 计算不定积分 ∫
−

dx
e
xe

x

x

1
 

[解] 原式 ＝ Ceeex xxx +−+−−− 1arctan41412      

   

例 32 计算 ∫
+

dx
e

xe
x

x

1
。 

[解] 原式 C
e
eeex

x

x
xx +

−+

++
++−+=

11
11ln21412   

[特别提示] 积分式内含有 ， ， ，xmex xxm ln xarcsin xarctan ， ，以及抽象函数

等，应考虑采用分部积分法进行试验，并且，种类问题中常常只有

此路一条，最后还可能产生回归方法。 

bxeax sin

)(),(),(),( xGxfxfxf ′′′

例 33 计算不定积分 ∫ dx
x
xx

4cos
tan

。 

[解] 原式＝ Cxxxx ++−+ )tan
3
1(tan

4
1)tan1(

4
1 322  。       

例 34 ∫ −+ 6sinsin
cos

2 yy
ydy

=               。 
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[解] 原式= C
y
y

+
+
−

3sin
2sinln

5
1

。    

例 35  设 为 的一个原函数，且满足)(xF )(xf π
4
2)1( =F ， 

又当 时有0>x
)1(

arctan)()(
xx
xxFxf

+
= ，试求 。 )(xf

[解] 
)1(2

1))'(()(
+

==
xx

xFxf 。 

例 36 对固定的正整数 ，求积分 m ∫= xdxxI nm
n ln 关于 的递推公式 n

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
+

=

≥
+

−
+

=
+

−

+

)(
1

)1(
1

ln
1
1

0

1

1

为正整数mC
m
xI

nI
m

nx
m
xI

m

n
n

m

n
 

例 37 求 ∫
−

=
21 x

dxxI
n

n 的递推计算公式. 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

+−−=

+=

≥
−

+−−=

=

−

−

CxI

CxI

nI
n

nx
n

xI

I

n

n

n

n

2
1

0

2
2

1

1

211

arcsin

)(

。 

例 38 设常数 ∫ +
≠

)(
,0

axx
dxna n分为正整数，计算不定积 。 

原式 C
ax

x
na n

n

+
+

= ln1
 。 

例 39 求不定积分 。 ∫ ⋅ dxxx arccosarcsin

[解]  ∫ xdxx arccosarcsin

Cxxxxxxx ++−−+= 2)arcsin(arccos1arccosarcsin 2
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