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数学(四)试题答案及解题分析 

一、填空题（本题共 6小题，每小题 4分，满分 24 分，把答案填在题中横线上） 

（1）设极限

2

sin

0

1
lim

x

x
nx

t dt

x→

−∫
为非零实数，则 n=          。 

 

答案为：3。 

 

（2） ∫ dx
x

xarcsin
=                     。 

 

答案为： Cxxx +−+ 12arcsin2 。 

 

（3）设 ( ){ }, 1D x y x y= + ≤ ，则积分 ( )
D

x y dσ+ =∫∫ _______________。 

 

答案为：
3
2
。 

 

（4）设矩阵 ，则行列式

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

010
011
200

A EA 2* − ＝        。其中 是 的伴随

矩阵，

*A A

E是单位矩阵。 
 

答案为：－８。 

 

（5）

1 2 3
2 1
1 3 2

2 1 1

tA
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢−
⎢ ⎥

⎥
−⎣ ⎦

当 t =         时，齐次线性方程组 0AX = 有非零解。 

 

答案为： 。 1−=t
 

（6）设随机变量 X 服从参数为（2, p）的二项分布，Y 服从参数为 2 pλ = 的泊松分布，已

知
3( 1)
4

P X ≥ = ，则 =           ( 1P Y ≥ ) 。 

 

答案为： 。 
11 e−−
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二、选择题（本题共 8小题，每小题 4分，满分 32 分，在每小题给出的四个选项

中，只有一个是符合题目要求的，把所选项前的字母填在题后的括号内。） 

（7）设 2
1 0

sin(sin )I x dx
π

= ∫ ， 2
2 0

cos(sin )I x dx
π

= ∫ ，则（    ）。 

（A） 。 （B） 。 （C）21 1 II << 21 1 II >> 21 II = 。 （D） . 121 >> II
 

答案为：A 

 

（8）设 ( )f x 为已知单调可导函数， 为( )g x ( )f x 的反函数，则 ∫
)(

sin)(xf
tdt

t
tg

dx
d

1
= (    ) . 

（A） )())(sin()( xfxf
x
xf ′ .  （B） ))(sin(

)(
xf

xf
x

. 

（C） )())(sin(
)(

xfxf
xf

x ′ .  （D） )(
)(

sin xf
xf

xx ′ .  

 

答案为：C 

 

（9）设 ，则二重积分10 << R ∫∫
≤+

+

+
=

222

22

1Ryx

yx

d
xy

eI σ 等于（    ）。 

（A） ∫∫
>>
≤+

+

+
00

222

22

1
4

yx
Ryx

yx

d
xy

e

,

σ 。   （B） ∫∫
>

≤+

+

+
0

222

22

1
2

x
Ryx

yx

d
xy

e σ 。 

（C） ∫∫
<>
≤+

+

+
00

222

22

1
4

yx
Ryx

yx

d
xy

e

,

σ 。   （D）0. 

 

答案为：B 

 

（10）极限 =∫
+

+∞→
dx

x
xax

xx

sinlim （    ）。 

（A）1.  （B）0 .  （C） .  （D）不存在。 a
 

[解]： ),(,sinsin axxadx
x

xax

x
+∈=∫

+
ξ

ξ
ξ

，因此 

0=∫
+

+∞→
dx

x
xax

xx

sinlim 0=
⋅

=
+∞→ ξ

ξ
ξ

sinlim a
. 

答案为：B 
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（11）设函数

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥+−
<=

−

1,
1,)(

24

1
1
2

xcbxax
xexf

x
  在 1±=x 点可导，则（   ）。 

(A) acab == ,2 .   (B) cba == .   (C) cba −==    (D) bcba
2
1,2 == . 

 

答案为：A 

 

（12）若 的伴随矩阵 为 阶非零矩阵，且 ，则必有（    ）。 A *A n 0* =AA

      nArA =)()( 1)()( −= nArB   2)()( −= nArC    0)()( =ArD

 

答案为：B 

 

（13）设随机变量 X 和 Y 的联合密度函数为 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −≤≤≤≤=

其他0

20,20
4

3
),( xyxx

yxf  

则 为（        ）。 )1( >XP

(A) 
4
1
.    (B) 

3
1
 .     (C)

2
1
.      (D) 

4
3
. 

 

答案为：C 

 

（14）设随机变量 X,E（X）=µ， ( )2( ) , 0,D X σ σ µ= > 常数 ，则对任意常数 c ，必有（  ） 

(A) E(X-c)2=E(X2)-c2    (B) E(X-c)2=E(X-µ )2 

(C) E(X-c)2<E(X-µ )2    (D) E(X-c)2≥E(X-µ )2 

 

答案为：D 

 

三、 解答题(本题 9小题，满分 94 分，解答应写出文字说明，证明过程或演算步

骤.) 

（15）（本题满分 10 分） 

讨论对常数 k 取何值时函数 kxxxf += ln)( 在定义域内的零点个数为： 

(1) 0。(2) 1。 (3) 2。 
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[解]： ( ) 1 lnf x x′ = + ，
1

0x e−= ， 

1(0, )x e−∈ 时 ( ) 0, ( )f x f′ < ⇒ ↓x  

)1( ,x e−∈ +∞ 时 ( ) 0, ( )f x f′ > ⇒ ↑x

+∞

1

， 

又因 ， 
1 1(0 ) , ( ) , ( )f k f e k e f+ − −= = − +∞ =

且
1( )f e k e− = − −

为极小值，所以 

当 时，0k ≤ ( )f x 有一个零点 1
1( , )x
e

∈ +∞  

当 时，
10 k e−< < ( )f x 有两个零点 1

1(0, )x
e

∈ 与 2
1( , )x
e

∈ +∞  

当 时，
1k e−= ( )f x 有一个零点 1

1x
e

= ， 

当 时，
1k e−> ( )f x 在 (0 内无零点。 , )+∞

 

 

（16）（本题满分 11 分） 

用薄钢板制做一个容积为 4 的有底无盖长方体箱子, 如何取长方体箱子的长、宽、

高的值，才能使得制作箱子所用的钢板面积最省? 

)( 3m

 

[解]：设长方体箱子的长、宽、高分别为 zyx ,, ，则制作箱子所用的钢板面积为 

yzxzxyzyxf 22),,( ++= ， 

长方体箱子的容积为 xyz。根据题意， zyx ,, 是条件极值问题 

⎩
⎨
⎧

=
++

4
)22min(

xyz
yzxzxy
 的解。令  ),,,( λzyxL )4(22 −−++= xyzyzxzxy λ ， 

考虑方程组  

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=+−=
∂
∂

=−+=
∂
∂

=−+=
∂
∂

=−+=
∂
∂

04

022

02

02

xyzL

xyyx
z
L

xzzx
y
L

yzzy
x
L

λ

λ

λ

λ

   ， 

其中前三个方程分别乘以 zyx ,, ，得  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+
=+

xyzyzxz
xyzyzxy
xyzxzxy

λ
λ
λ

22
2
2
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由此得到  yzxzyzxyxzxy 2222 +=+=+ 。 

因此有 。由  ,得  zyx 2== 4=xyz 1,2 === zyx 。 

      根据问题的实际意义，肯定存在使得面积最省的长、宽、高。另一方面,这样的长、

宽、高又必须满足函数 ),,,( λzyxF 驻点方程，且满足方程的解又只有一组， 因

此，当长、宽、高分别为 时，所用钢板面积最省（用料 ）。 mmm 1,2,2 212m
 

 

（17）（本题满分 10 分） 

设 可微, f x( ) )(,1)
2

( ,1)
2

( xgff −==−
ππ

是 的反函数, 且满足 f x( )

=∫− dttg
xf

)(
)(

2
π  ∫− +

+x
dt

t
t

2 1
31

π cos
sin

, 求积分 ∫−
2

2

)(
π

π dxxf  

 

[解]：由给定等式两端取导数，注意到 xxfg =))(( ， 

则有
x
xxfx

cos1
3sin1)(

+
+

=′ ， 

记 ∫−= 2

2

)(
π

π dxxfI ，对前等式在 ]
2

,
2

[ ππ
− 上取积分得到 

2
2

2

2
2

2

11
31

2

0

2
0 2

2

2

2

2

2

2

===

+
=

+
+

=′

∫

∫ ∫∫ − −−

π
π

π

π

π

π

π

π

x
x

dx

x
dxdx

x
xdxxfx

tan
cos

coscos
sin)(

.  

而右端为 

IIff

dxxfxxfxxdf

−=−−+=

−= ∫∫ −−−

)()(

)()()(

2222

2

2

2

2

2

2

ππππ

π

π

π

π

π

π

.  

最后得到 2−=I . 

 

 

（18）（本题满分 11 分） 

设 在 上非负,)(xf ],0[ a ,0)(,0)0( >′′= xff )Y,X( 为 ,0),( == yxfy ax =  围

成区域之形心, 试证 X
3

2a
> . 
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[证]：

∫
∫

= a

a

dxxf

dxxxf
X

0

0

)(

)(
，要证明 aX

3
2

> ，即证明 0)(
3
2

0
>⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∫

a
dxxfax  

令 ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

x
dttfxtxF

0
)(

3
2)( ，则 0)0( =F ，只须证 ， 0)( >aF

∫−=′
x

dttfxxfxF
0

)(
3
2)(

3
1)( ，且 ( ) 00 =′F ，  

)()()( xfxfxxF
3
1

3
1

−′=′′  

)()( ξfxxfx ′−′=
3
1

3
1

， 

其中 ),( x0∈ξ 。由 可知0)( >′′ xf )(xf ′ 单调增，于是 )()( ξfxf ′>′ ， 

则有 ，且 ，而0)( >′′ xF 0)( >′ xF 0)0( =F ，所以 ， 0)( >xF
令 ax = ，即有 . 0)( >aF

 

（19）（本题满分 12 分） 

假设区域 由曲线 及其过点 的切线与D ),( 03 >>= Pypxy 0 ),( p1 x轴围成，若此区

域的形心为 ， ),( YX

（1）求 X 的值； 

（2）求 p的值，使 绕 y轴旋转一周而生成的旋转体体积为D π
135

7
=yV 。 

 

[解]：（1） ppxy
xx

33
1

2
1

==′
==

，切线为 )( 13 −+= xppy , 它与 x轴的交点为 ),( 03
2 ; 

区域 面积为 D ppdxpxA
12
1

6
11

0

3 =−= ∫ , 静力矩为  

 

pppdxpxpxp

xdxxppdxxpxM y

135
7

9
41

27
81

5
123

5
1

13

1

3
2

2

1

3
2

1

0

3

=+−−−=−−=

−+−⋅=

∫

∫∫

)()(

])([
 

因此 
45
28

135
84

==X 。  

（2）由古耳金定理得到（亦可直接积分） 

ππππ
135

7
135
14

12
1

135
8422 ==⋅== ppXAVy ，解出 

2
1

=p 。 

 

（20）（本题满分 10 分） 

设 已知齐次线性方程组 AX=0 的解空间是二维的，求参数
1 2 1 2 3
0 1 a     = 2
1 0 1

A a b
a

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠ 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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⎞
⎟−
⎟
⎠

1
2
0
0

a及方程组 AX =b 的通解。 
 

[解]：  
1 2 1 2 3 1 2 1 2 3

( ) 0 1 2 0 2 1 1 2
1 0 1 1 0 1 1 1 0

Ab a a a
a a a a

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜= → − − −
⎜ ⎟ ⎜ − − −⎝ ⎠ ⎝

1a =  时 有无穷多解 
1 2 1 2 3

( ) 0 1 1 1 2
0 0 0 0 0

Ab
⎛ ⎞
⎜ ⎟→ − − − −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2

1 0
1 1
1 0
0 1

X k k
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎟     ( )1 2,k k R∈  

 

 

（21）（本题满分 10 分） 

设 是３阶矩阵，A 321 ,, ααα 是线性无关的三维向量组，且 21 αα =A ， 32 αα =A ，

13 αα =A ， 

（１）证明： EA =3
，其中E是单位矩阵； 

（２）若 ，( )T1,0,11 =α ( )T1,1,02 =α ， ( )T0,1,13 =α ，求 。 A
 

[解]：（1）  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
==

010
001
100

),,(),,(),,( 321132321 αααααααααA

EA ),,(
010
001
100

),,(),,( 321

3

321321
3 ααααααααα =

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=  

所以 EA =3
。 

（2） ),,(),,( 132321 αααααα =A  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
== −

001
100
010

),,)(,,( 1
321132 ααααααA  

 

 

（22）（本题满分 11 分） 
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设二维随机变量（X,Y），在 G域
1 2

( , )
0 2

x
x y

y
⎧ − ≤ ≤ ⎫

= ⎨ ⎬≤ ≤⎩ ⎭
上服从均匀分布，记 

1,      0 0,    <
              

1,   1,   
X X Y

U V
X X Y

≥⎧ ⎧
= =⎨ ⎨

− ≥⎩ ⎩

若 若

若 <0 若
 

求 (1) （U，V）的联合分布律; 

(2)  U 与 V 的相关系数. 

 

[解]：(1)  由于 
1( 1, 0) ( 0, )
3

P U V P X X Y= − = = < < = ， 

( 1, 1) ( 0, )P U V P X X Y= − = = < ≥ = 0  

1( 1, 0) ( 0, )
3

P U V P X X Y= = = ≥ < =  

1( 1, 1) ( 0, )
3

P U V P X X Y= = = ≥ ≥ =  

(2) 可得到 

U -1 1 

P
1
3

2
3

  

V 0 1 

P
2
3

1
3

 

2
2 21 2 1 1 1 1( ) 1 1 ,    ( )=1 ,   ( )= ( ) ( )=1

3 3 3 3 3 3
E U E V D U E U E U ⎛ ⎞= − × + × = × = − − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
8
9

         
2 2 1 1 2 1 1( ) ( ) ( ) ,    ( )=1 1

3 9 9 3 3
D V E V E V E UV= − = − = × × = ， 

1 1 2cov( , ) ( ) ( ) ( )    
3 9 9

2 8 2cov ( , ) ( ) ( )
9 9 9uv

U V E UV E U E V

U V D U D Vρ

= − = − =

= =
1
2

× =
 

 

 

（23）（本题满分 9分） 

设随机变量 X,Y 的相关系数 0.6XYρ = ，且 X 与 Y 的分布列分别为：

与( 0) 0.5, ( 1) 0.5P X P X= = = = ( 1) 0.5, ( 1) 0.5P Y P Y= − = = = 。试求 X 与 Y 的联

合分布列 
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[解]：由于 X服从 0－1 分布，故 0 0.5 1 0.5 0.5EX = × + × = ， 0.25DX = ；而 

1 0.5 1 0.5 0EY = − × + × = ，
2 2( 1) 0.5 1 0.5 1EY = − × + × = ，

2 2( )DY EY EY 1= − = 。 

设 X 与 Y 的联合分布列与边缘分布列为如下： 

        Y 

X 

-1     1 )( xXP =

   0 

 

   1 

 

  a     b 

  

c     d 

  0.5 

   

0.5 

)( yYP =  
0.5    0.5    1 

则由于 

1
2

( , ) 0.6XY
Cov X Y EXY EX EY EXY

DX DY DX DY
ρ −

= = = = ，即 0.3EXY = ；而 

0 ( 1) 0 1 1 ( 1) 1 1EXY a b c d d c= × − × + × × + × − × + × × = − ＝0.3 

又 ，从而  0.5d c+ = 0.4, 0.1d c= =

又因为 ，得 ， 0.5a c+ = 0.4a =
0.5d b+ = ，得 ， 0.1b =

从而 X与 Y 的联合分布列为如下： 

        Y 

X 

-1     1 )( xXP =

   0 

 

   1 

 

  0.4     

0.1 

  

0.1     

0.4 

  0.5 

   

0.5 

)( yYP =  
0.5    0.5    1 

 


	X
	X

