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数学(一)试题答案及解题分析 

一、填空题（本题共 6小题，每小题 4分，满分 24 分，把答案填在题中横线上） 

（1）设 ， 为 的模，则在( , , )Tr x y z
→

= r r
→

0r ≠ 处有 
1(rot grad
r

) =       。 

 

答案为：0。 

 

（2）设 可微, f x( ) g x( )为其反函数, 则 =∫ tdttg
dx
d xf

)(
)(

0
    。 

 

答案为： 。 )()( xfxxf ′

 

（3）已知方程 ( )021 ≠=+′+′′ )()()()( xfxfyxyxy αα  的三个解为  1 sin ,y x=

 ，则此方程的一般解为 ________________ 。 2
2 sin ,y x x= + 2

3 sinxy e= + x

 

答案为： ，（注意答案可有不同形式）。 xecxcy x sin2
2

2
1 ++=

 

（4） ＝
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⎜
⎜
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     。 

 

答案为： 。 
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11021

 

（5）在区间（0，1）中随机地取出两个数，则两数之积小于 0.5 的概率为          。 

 

答案为： )2ln1(
2
1

+ 。 

 

（6）
1 1 1( ) ,   ( | ) , ( | ) , ( )
3 4 2

P A P B A P A B P A B= = = U则 =           。 

 

答案为：
11
12
。 
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二、选择题（本题共 8小题，每小题 4分，满分 32 分，在每小题给出的四个选项

中，只有一个是符合题目要求的，把所选项前的字母填在题后的括号内。） 

（7）设 是一有界闭域, 函数 在 上连续，在 内偏导数存在，且满足等式D ),( yxf D D

),(),(2),( yxf
y

yxf
x

yxf
−=

∂
∂

+
∂

∂
，若 在 的边界上恒为零，则 在 上

（  ）。 

),( yxf D ),( yxf D

(A)存在非零的最大值。                 (B)存在非零的最小值。 

(C)只在边界上取到最大值和最小值。     (D)能在边界上取到最大值和最小值。 

 

答案为：D 

 

（8）设函数 有连续的偏导数,在点),( yxf )2,1( −M 的两个偏导数分别为 

1)2,1(
=

∂
−∂

x
f

, 1)2,1(
−=

∂
−∂

y
f

，则 在点),( yxf )2,1( −M 增加最快的方向是（   ）。 

（A）       （B）i
uur

j
uur

       （C） i j+
uur uur

      （D） i j−
uur uur

 

 

答案为：D 

 

（9）设 n为自然数, 当 时），（ ∞+∈ 0x 0)(,0)( <′′> xfxf ，则成立不等式（   ）。 

(A) )
2

12
()(

−
−

n
fnf )()

2
12( nfnf −

+
> ． 

(B) )
2

12
()(

−
−

n
fnf )()

2
12( nfnf −

+
< ． 

(C) )
2

12()
2

12( −
−

+ nfnf ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

−> )
2

12()(2 nfnf ． 

(D) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

+ )()
2

12(2 nfnf )
2

12()
2

12( −
−

+
>

nfnf ． 

 

[证]：首先 )
2

12()( −
−

nfnf )
2

12()(
2
1

11 nnf <<
−′= ξξ ， , 
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)
2

12()(
2
1)()

2
12( 22

+
<<′=−

+ nnfnfnf ξξ ，  , 

于是 21 ξξ < ，又因为 0)( <′′ xf ，故 )(xf ′ 单调减少, 所以 

)
2

12()( −
−

nfnf )()
2

12( nfnf −
+

> 。 

答案为：A 

 

（10）设 是周期为)(xf π2 的周期函数，它在区间 ],( ππ− 上的表达式是 ，其

Fourier 级数为

2)( xxxf +=

)sincos(
2

)(
1

0 ∑
∞

=

++=
n

nn nxbnxa
a

xS ， 则（       ）。 

(A) 
2

3 )(,
,3

2 ππ == Sb .    (B) ππ == )(,
,3

4
3 Sb . 

(C) ππ == )(,
,3

2
3 Sb .     (D) 

2
3 )(,

,3
2 ππ =−= Sb  

 

答案为：A 

 

（11） 设 是 3阶矩阵，已知 的行列式A A 6−=A ，A的迹 2=trA ，且满足关系式 ，

则 的伴随矩阵 的特征值为（     ）。  

022 =+ AA

A *A

（A）         （B） 2,2,3, 6− − 3,6−  

（C）1,            （D）2,3−
1 1 1, ,
6 3 2

− −  

 

答案为：A 

 

（12）已知 阶矩阵 满足n BA, EAAT = ， EBBT = ，其中E是 阶单位矩阵，则（  ）。 n

（A） BABA +=+ 总成立。   

（B） A B A B+ = +  总不成立。 

（C）仅当 0<BA 时， BABA +=+ 成立。 
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（D）仅当 0>BA 时， BABA +=+ 成立。 

 

答案为：C 

 
（13）设 ，且 与0)(,0)( >> BPAP A B二事件互斥，下列关系式正确的是（     ）。 

（A）      （B）)|()( ABPBP = )()()( BPAPBAP =  

（C）
)(1

)()|(
BP

APBAP
−

=     （D） )(1)( APBP −=  

 

答案为：C 

 

（14）设总体 X ∼ ， 为简单随机样本，要使)5.0,( 2µN nXX L1 µ的 95％的置信区间长度

不超过 0.6，至少要取样本容量 为（     ）。 n
（A）10   （B）11   （C）8   （D）3 

 

答案为：B 

 

三、 解答题(本题 9小题，满分 94 分，解答应写出文字说明，证明过程或演算步

骤.) 

（15）（本题满分 11 分） 

设级数∑ 在 点处条件收敛，判断级数
∞

=

−
1

1
n

n
n xa )( 4=x ∑

∞

=

+
1

211
n

n
n

n
a )( 是否收敛，若

收敛，说明是条件收敛，还是绝对收敛？ 

 

[解]：由幂级数的收敛性质，条件收敛点 3=x 只能处于收敛区间的端点，而该级数收敛区间

的中点为 ，由此得知其收敛半径1=x 2=R 。 

en
nn

=+
∞→

)(lim
2
11 ，又序列

n
n

)( 11+ 单调增加，因此
nen

n
<+

211 )( 。于是得到 

n
nn ean

n
a ⋅<+

2

2
11 )( ， 

而 是相应于 在∑
∞

=1n

n
nea ∑

∞

=

−
1

1
n

n
n xa )( 1+= ex 处的数项级数，且 ， ),( 421 −∈+= ex

所以 绝对收敛。 ∑
∞

=1n

n
nea
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由正项级数的比较准则，级数∑
∞

=

+
1

211
n

n
n

n
a )( 绝对收敛。 

 

 

（16）（本题满分 12 分） 

设 },),({ 02222 >≤+∈= ttyxRyxDt ),( yxf, 在 上 连 续 ， 在 内 可 微

， 的正向边界为 。若 在 上满足方程 

tD tD

(0,0) 1f = tD tC ),( yxf tD ),,( yxkf
y

f
x

f
=

∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

试

对曲线 的外法矢量 ，求极限 tC
→

)(tn0 20
0

1lim
tCt

f dl
t n→

∂
∂∫� 。 

 

[解]： dlffdl
tn

f
yx )coscos(

)(
βα +=

∂
∂

0

 

由于正向为逆时针方向，因此 ,cos,cos dxdldydl −== βα  

2 2

2 2
0

2

( )

              ( , ) ( , ).

t t t

t

x yC C D

D

f fdl f dy f dx d
n x

kf x y dxdy kf t

xy
f

y
σ

ξ η π

∂ ∂
= − = +

∂ ∂

= =

∫ ∫ ∫∫

∫∫

� �
∂
∂ ， 

其中 tD∈),( ηξ 。 

于是 ππ kkfdl
n
f

t tCt
==

∂
∂

∫→
),(lim 001

0
20

。 

 

 

（17）（本题满分 10 分） 

设 是正值连续函数， 为圆心在原点的单位圆，)(xf D D∂ 为 的正向边界， D

证明：（1） =−∫
∂D

dx
xf

ydyyxf
)(

)( ∫
∂

+−
D

dy
yf

xdxxyf
)(

)( ； 

（2） π2≥−∫
∂D

dx
xf

ydyyxf
)(

)( 。 
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[证明]：（1）左端 dxdx
xf

yf
D

)
)(

)((∫∫ +=
1

，右端 dxdx
yf

xf
D

)
)(

)((∫∫ +=
1

， 

由对称性，左端=右端。 

（2） =−∫
∂D

dx
xf

ydyyxf
)(

)( dxdx
xf

yf
D

)
)(

)((∫∫ +
1

，再次由对称性， 

dxdyxfdxdxyf
DD ∫∫∫∫ = )()( ， 

因此 dxdx
xf

yf
D

)
)(

)((∫∫ +
1 dxdx

xf
xf

D
)

)(
)((∫∫ +=

1
， 

因为 是正值连续函数，由估值定理得到   )(xf

π221
=≥+ ∫∫∫∫ DD

dxdydxdx
xf

xf )
)(

)(( ，即原等式成立。 

 

 

（18）（本题满分 10 分） 

设 由二阶连续导数,并满足方程 ,求 . )(xf 1)1()( 0 +∫ −= x dttfxf )(xf

 

[解]：方程两端求导得到            )1()( xfxf −=′                              (1) 

再求导数得到                )1()( xfxf −′−=′′                            (2) 

由(1)式推出                  )())1(1()1( xfxfxf =−−=−′  

代入(2)式得到                 )()( xfxf −=′′  

显然 .又在(1)式中令1)0( =f 0=x ,得到 )1()0( ff =′ ,于是原积分方程化为二阶微分方

程的初值问题:        
⎩
⎨
⎧

=′=
=+′′

)1()0(,1)0(
0)()(

fff
xfxf

方程通解为       xcxcxf sincos)( 21 +=

由 可以得到 . 两端求导得到 1)0( =f 11 =c xcxxf cossin)( 2+−=′      
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再由 可以得到  )1()0( ff =′
1sin1

1cos
2 −
=c  

于是   xxxf sin
1sin1

1coscos)(
−

+=  

 

 

（19）（本题满分 12 分） 

设 ),( λφ tx =  是微分方程定解问题

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=

=+

=
0

1

0tx

x
dt
dx λ

 的解， R∈λ 为参数。 

（1)写出解 ),( λφ t  的表达式; 

（2）证明 ),( λφ t 在 λ−t 全平面连续且可微。 

 

[解]: 0≠λ  时: ),(1),( tectx λ

λ
λφ −−== 由 0),0( =λφ  , 1=c  

    0=λ  时: ttx == ),( λφ , 因此得到  

    

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠−
=

−

0

0)1(1
),(

λ

λ
λλφ

λ

t

e
t

t

       

    只需讨论关于λ的连续性与可微性。 

    )0,()1(1lim
0

tte t ϕ
λ

λ

λ
==− −

→
 , 因此 ),( λϕ t 连续。 0≠λ  时,  

    
λλλ

φ λ
λ

t
t tee

−
− +−−=

∂
∂ )1(1

2  

0=λ  时,
2

)1(1

lim)0,( 2

0

ttet
t

−=
−−

=
∂

∂
−

→ λ
λ

λ
φ

λ

λ
 

     
λ

φ
λλλ

φ λ
λ

λλ ∂
∂

=−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−=

∂
∂ −

−

→→

)0,(
2

)1(1limlim
2

200

tttee
t

t
 

      偏导数连续，所以可微。 

 

 

（20）（本题满分 11 分） 

在
3R 中，设平面π 的方程是 0=++ zyx ，点P的坐标向量是 ，设 是

3阶矩阵，令

Tcba ),,(=α A

αA 是Q点的坐标向量， 

（1）求矩阵 ，使得A P点和Q点关于平面π 对称；  
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（2）设平面 1π 的方程是 1=+− zyx ，求平面 2π 的方程，使得 1π 与 2π 关于平面π 对称． 
 

[解]：（１）平面π 的法向量 ( )Tn ,1,1,1=
r

，过点P与π 垂直的直线方程为 

111
czbyax −

=
−

=
−

 

该直线与平面π 的交点为 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−−+−−−

3
2,

3
2,

3
2 cbacbacba

， 

Q点的坐标为 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−−+−−−

3
22,

3
22,

3
22 cbacbacba

 

所以所求矩阵

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−−

−−

=

3
1

3
2

3
2

3
2

3
1

3
2

3
2

3
2

3
1

A 。 

（２）在 1π 上取一个点 ( )T1,1,1=β ，法向量 ( )Tn 1,1,11 −=
r

， 

则   ， ( )TA 1,1,1 −−−=β
T

nA ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

3
1,

3
5,

3
1

1
r

 

于是所求平面方程为 075 =+++ zyx 。 

 

 

（21）（本题满分 10 分） 

设 A是 n阶实对称矩阵，满足条件： 

（1）全部元素不为 0  （2）每行元素之和为 0  （3）r (A)=1 

证明： 

（1） ，其中 k为常数且 k t

0
0

~
0

A

k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟Λ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

L rA=  

（2）求 P，使  1P AP− = Λ

 

[证]： 实对称，故 A
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⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=Λ

n

A

λ

λ
λ

O
2

1

~  

而  .1)( =Ar | | 0.     0 A .A λ= = 为 的特征值  

1)( =Ar .  对应0=AX 1−n 个无关的解向量 

故 0的代数重数 KtrAArnn ==−≥    ,1)(  10 而  

故 1 1 0.     ,n n trA Kλ λ λ−= = = = =L  

故 具有 个线性无关的特征向量，  A n .
0

0

~

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=Λ

K

A
O

当 ,0=λ 求特征向量 即解 .0=AX   因 1)( =Ar  

.

0000
0000
0000
11211

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

naaa

A

L

 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

= −

11

1

1
11

13

2

11

12

1

0

0
  ,  ,

0

0

0

   ,

0

0

a

a

X
a

a

X
a
a

X

n

n ML

M
M

 

而 Kn =λ 时对应的特征向量与 均正交. 11 ,, −nXX L

故                              

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

n

n

a

a
a
a

X

1

13

12

11

M
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,故  即 。 1 2 1( , , ,  )n nP X X X X−= L

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

K

APPT

0

0
O

（22）（本题满分 9分） 

在计算机上作大型科学计算, 需对十进制的 的小数点后第 6位作四舍五入, 得到  

的近似数 , 则误差 在区间 内随机取值. 视ε 

jx jx

jy jjj yx −=ε )105.0,105.0( 55 −− ××− j为

从区间内的均匀分布随机变量, 令累积误差 , 试利用中心极限定理, 当n 

=10000 时有 99.7%以上的把握给出 的近似估计(估计上界).   

∑ == n
j jn 1εη

|| nη

注 2Φ(3)-1=0.9974. 

 

[解]： jε , j=1,2, …, 是独立同分布的随机变量, jε ~ .  
)105.0,105.0( 55 −− ××−

U

故 0=jEε , 3)105.0( 2522 −×=== jj ED εεσ . 由中心极限定理(林德伯格-勒维定理) 

1)(2)|(|)|/(|
1

−Φ≈<=< ∑
=

knkPknP
n

j
jn σεση . 

取 k = 3, 则此概率近似为 0.9974, 故有 99.7％以上的把握断言 

3/105.03|||| 5

1

−

=
×××≤= ∑ n

n

j
jn εη . 

当 n = 10,000 时, 00087.0108660.0105.03|||| 33

1
≈×≈××≤= −−

=
∑
n

j
jn εη .  

（23）（本题满分 9分） 

设总体 X 的概率密度为
( ) ,   

( , )    ( 0 )
0,         <

xe x
f x

x

θ θ
θ θ

θ

−⎧ ≥
= >⎨
⎩

未知 1 2, , , nX X L X 为来自

总体 X 的简单随机样本，试求参数θ 的最大似然估计量，并讨论是否为无偏估计量. 
 

[解]：取一组样本值 1 2, , nx x L x ，均大于等于θ ，于是有 

( )

( )

1( )

1

1

                  ln

n

i
i i

n x n
x

i

n

i
i

L e e

L x n

θ
θθ

θ θ

=

− +
− −

=

=

∑
= =

= − +

∏

∑

似然函数
 

显然，当θ 取最大时， 为最大，即ln L ( )L θ 为最大，故θ 的最大似然估计为

1 2
ˆ min( , , , )nx x xθ = L ，最大似然估计量为 1 2

ˆ min( , , , )nX X Xθ = L 。 

由于
( ) ( )( ) 1 , ,     ( ) 0, <

x t xF x e dt e x F x xθ θ

θ
θ θ− − − −= = − ≥ =∫ ， 
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所以 ， [ ] θθ
θ

θ
θ

<=≥−=−−= −− zzFzezFzF znn ,0)(,,1)(11)( ˆ
)(

ˆ

因此 ， θθ
θ

θ
θθ

<=≥=′= −− zzFznezFzF zn ,0)(,,)()( ˆ
)(

ˆˆ

( ) 1ˆ( ) n zE z ne dz
n

θ

θ
θ θ

+∞ − −= ⋅ = + ≠∫ θ ，所以θ̂ 不是θ 的无偏估计量.。 


