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数学(二)试题答案及解题分析 

一、填空题（本题共 6小题，每小题 4分，满分 24 分，把答案填在题中横线上） 

（1） =−
→

x
x

x 3
1

0
)sin21(lim               ． 

 

答案为： 3
2

−
e . 

 

 

（2）函数
2 1( )f x x

x
= − 的上凸区间为           . 

 

答案为：(0,1). 

 

 

（3）设 ( )f x 为连续奇函数，且 
1

0
( )f t dt a=∫ ，则 

22
0

sin(2 ) ( sin )x f x dx
π

− =∫        . 

 

答案为： a− . 

 

 

（4）已知 ),( yxf 二阶连续可导，若 ),( vxfz = ， xyv = ，则 =
∂

∂
2

2

x
z

                  . 

 

答案为： 2

2
2

2

2

2
2

v
fy

vx
fy

x
f

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

. 

 

 

（5）若某二阶线性非齐次微分方程的两个解为
23 x+ ，

23 xe x ++−
，且相应齐次方程的 

一个解为 x，则该非齐次方程的通解为                   . 
 

答案为：
xeCxCx −+++ 21

23 . 
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（6）矩阵

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

3214
2143
1432
4321

A 的一个非零特征值是         . 

 

答案为：10. 

 

 

二、选择题（本题共 8小题，每小题 4分，满分 32 分，在每小题给出的四个选

项中，只有一个是符合题目要求的，把所选项前的字母填在题后的括号内。） 

（7）设 f x( )在 x = 0某领域内连续, 且 ′ =f ( )0 0, lim ( )
x

f x
x→

′′
=

0
1, 则 (      )。 

(A) f ( )0 是 f x( )的极大值   

(B) f ( )0 是 f x( )的极小值 

(C) ( , ( ))0 0f 是 f x( )的拐点   

(D) x = 0不是 f x( )的极值点, ( , ( ))0 0f 也不是 f x( )的拐点 

 

答案为：(B) 

 

 

（8）设 y e x= sin2

, 则dy = (      )  

  (A) 
2(sin )xe d x      (B) 

2sin 2(sin )xe d x  

(C) 
2sin sin 2 (sin )xe xd x    (D) 

2sin (sin )xe d x  

 

答案为：(B) 

 

 

（9）若 lim ( )
x x

f x A
→

=
0

, 则∃ >δ 0 , 使(      ) 

   (A) 对 A = 0 , 当0 0< − <x x δ时, f x( ) = 0 
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   (B) 对 A ≠ 0 , 当0 0< − <x x δ时, f x( ) ≠ 0 

(C) 对 A f x= =0 00, ( )      

(D) 对 A f x≠ ≠0 00, ( )   

 

答案为(B) 

 

 

（10）若 0
)tan(
1lim

1cos1

≠=
−

−

−

∞→
a

n
e

k

n

n π
，则     

   （A） 2=k 且
π2
1

=a       （B） 2−=k 且
π2
1

=a  

   （C） 2=k 且
π2
1

−=a         （D） 2−=k 且
π2
1

−=a  

 

答案为：(A) 

 

 

（11）微分方程 
xx eeyyy ++=+′+′′ −12  必有如下形式之解 (     ) 

(A) 
xx CeBeAY ++= −
        (B) 

xx CeBxeAY ++= −
      

(C) 
xx DxeBeAY ++= −
    (D) 

xx CeeBxY ++= −21   

其中 DCBA ,,, 为待定常数. 

 

答案为：(D) 

 

 

（12）
4
1
4

ln x dx
x∫ =(     ) 

(A) 22ln6 −     (B) 22ln6 +    (C) 2ln62 −    (D) 22ln6 −  

 

答案为：(A) 

 

 

（13）设 A Mmn∈ , 已知 0=AX 只有零解, 则以下错误的结论是(       ) 
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 (A) m n≥       (B) AX b= ( )b Rm∈ 必有唯一解 

 (C) r A n( )的列组 =    (D) r A n( )的行组 =  

 

答案为：(B) 

 

 

（14）设 A Mn∈ , 已知 0222 =−+ EAA , 则 ( )A E+ =−1
(      ) 

 (A) 3E A−    (B) 3E A+   (C) )(
3
1 EA +   (D) 

2 A E
A E
+
−

 

 

答案为：(C) 

 

 

三、 解答题(本题 9小题，满分 94 分，解答应写出文字说明，证明过程或演算

步骤.) 

（15）（本题满分 10 分） 

计算不定积分 ∫ − 422 xx
dx

. 

 

[解]（方法 1） 
2 2 4

dx
x x −∫ 3

1( ) 1 1
2 4 2 4 (2 4)

d
x dx

x x x x x
= − = − −

− − −
∫ ∫ ， 

对第二项取变换 ,tx =− 42  则 tdtdxtx =
+

= ,
2

42

，于是 

3

1
(2 4)

dx
x x

=
−

∫ 2 3

2
( 4)

tdt dt
t t+∫

2 2

2 2

1 4
2 ( 4)

t t dt
t t
+ −

=
+∫ 2 2

1 1 1( )
2 4

dt
t t

= −
+∫  

1 1 1 1 1 2 4( arctan ) arctan
2 2 2 4 22 2 4

t xC C
t x

−
= − + + = − − +

−
， 

因此  
2 2 4

dx
x x −∫

2 4 1 2arctan
4 4 2
x x C
x
− −

= + + 。 

（方法 2） 令 ,tx =− 42  则 tdtdxtx =
+

= ,
2

42

，于是 
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2 2 4
dxI

x x
=

−∫ 2 2

4
( 4)

dt
t +∫ ， 再令 ududtut 222 sec,tan == 则  

2
2

2 4

2sec 1 1 1 14 cos (1 cos 2 ) sin 2
4 sec 2 4 4 8

uduI dt udu u du u u C
u

= = = + = + +
⋅∫ ∫ ∫  

2 2

1 1 2 1 2 4 2 4arctan arctan
4 2 4 4 2 44 4

t t x x C
xt t

− −
= + ⋅ ⋅ = + +

+ +
。 

因此  
2 2 4

dx
x x −∫

2 4 1 2arctan
4 4 2
x x C
x
− −

= + + 。 

 

 

（16）（本题满分 12 分） 

设 )(xf 在 0=x 某邻域内可导，且 (0) 1 , (0) 2f f ′= = ，求极限 ( )
2

1 cos
0

lim ( )
x

x
x

f x −
→

 

 

[解] 

12 2 2[ ( ) 1]
( ) 11 cos 1 cos 1 cos

0 0 0
lim[ ( )] lim[1 ( ) 1] lim[(1 ( ) 1) ]

x x f x x
f xx x x

x x x
f x f x f x

−
−− − −

→ → →
= + − = + − , 而  

210 0 0 0
2

2[ ( ) 1] 2[ ( ) 1] ( ) 1 ( ) (0)lim lim 4lim 4lim
1 cos 0x x x x

f x x f x x f x f x f
x x x x→ → → →

− − − −
= = =

− −
4 (0) 8f ′= =                  

  于是  

2
81 cos

0
lim[ ( )]

x
x

x
f x e−

→
⇒ = . 

  注：若由 210 0 0
2

2[ ( ) 1] ( ) 1 ( )lim 4lim 4lim 8
1x x x

f x x f x f x
x x→ → →

′− −
= = =  得出 

81 cos
0

lim[ ( )]
x

x
x

f x e−

→
= ，应

扣分. 

 

 

（17）（本题满分 12 分） 

假设区域D由曲线 ),( 003 >>= Pypxy 及其过点 ),( p1 的切线与 x轴围成，设此区域
的形心为 ),( YX ，（1）求 X 的值；（2）求 p的值，使区域D绕 y轴旋转一周而生成的旋转

体体积为
7

135yV π= 。 

 

[解] ppxy
xx

33
1

2
1

==′
==

，切线为 )( 13 −+= xppy ，与轴交点为 ),( 03
2 ， 

    区域D的面积为  ppdxpxA
12
1

6
11

0

3 =−= ∫ ，对轴的静力矩为（假设面密度唯 1） 
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pppdxpxpxp

xdxxppdxxpxM y

135
7

9
41

27
81

5
123

5
1

13

1

3
2

2

1

3
2

1

0

3

=+−−−=−−=

−+−⋅=

∫

∫∫

)()(

])([
 

于是 
45
28

135
84

==X 。 

,ππππ
135

7
135
14

12
1

135
8422 ==⋅== ppXAVy 解得 

2
1

=p 。 

 

 

（18）（本题满分 11 分） 

设 )(xf ′ 为 ),([ ∞+0 上的单调增函数， 00 =)(f ，试讨论函数
x
xf )(
在 ),( ∞+0 上

的增减性。 

 

[证] 令
x
xfxg )()( = ，则 2 2

( ) ( ) 1( ) ( ( ) ( ))f x f xg x xf x xf
x x x

ξ
′

′ ′ ′= − = − ，其中0 xξ< < ，

因为 )(xf ′ 为 ),([ ∞+0 上的单调增函数，于是 )()( ξfxf ′>′ ， 0>′ )(xg ，所以

x
xfxg )()( = 在 ),( ∞+0 上单调增加。 

 

 

（19）（本题满分 11 分） 

设常数 ),,(,, L211 1
1 ===> − naxaxa nx

n ，求使序列{ }nx 收敛的常数 a的取值范围。 

 

[解] 若序列{ }nx 收敛，则应有
xx a= ，设 ( ) xf x a x= − ，问题转化为求使 ( )f x 有零点的

常数a的取值范围。 

( )f x 有零点即 y x= 与
xy a= 有交点，则二曲线至少相切。 

先求切点，即求解 

( ) ln 1 0
0

x

x

f x a a
a x

′⎧ = − =⎪
⎨

− =⎪⎩
     或

ln 1 0
ln 1 0x

x a
a a

− =⎧
⎨

− =⎩
  ，  

1

0

1ln1 ln ,
ln ln

eax a e
a a

= = ⇒ =  切点为 0x e= 。 

由指数函数性质， a变小时 xy a= 的曲线会趋于平缓， 
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这将导致
xy a= 与 y x= 由相切变为相交，因此得知使 ( )f x  

有零点的常数 a的取值范围应为
1

1 ea e< ≤ 。 

再证当 

1

1 ea e< ≤  时序列{ }nx 收敛。 

         1
1 2 11, x ax a x a a a x= > = = > = ， 

假设 1n nx x −> ，则 1
1

n nx x
n nx a a x−
+ = > = ， 

因此{ }nx 为单调增序列。 

另外， 1

1

1 2, x eex a e e x a a e= = < = < ≤ ， 

假设 nx e< ，则 1
nx e

nx a a e+ = < = ， 

因此{ }nx 有上界，所以{ }nx 收敛。 

 

 

（20）（本题满分 10 分） 

设有半径为 R，质量为m的圆柱形浮筒垂直放置水中，在重力和浮力的作用下处于平
衡状态(浮筒密度小于 1,水足够深)，重力加速度为 g，现把浮筒向下压至顶部与水平面重
合后突然放手，已知阻力与浮筒运动速度成正比，比例常数为 02 >k 。 

（1）列出浮筒运动满足的微分方程； 

（2） k满足什么条件时浮筒在水中作上下衰减振动，并求出此时方程的通解。 
 

[解] 取平衡位置为 x坐标轴原点,则位移 x与浮力/重力合力(恢复力)方向相反,由牛顿定
律列出方程 

dt
dxkgxR

dt
xdm 22
2

2
−−= π   ,    02 2

2

2
=++ gxR

dt
dxk

dt
xdm π   

m
mgRkk

m
mgRkk 2222

2,1 2
442 ππ

λ
−±−

=
−±−

=  

当 Rmgk π<  时方程有衰减震荡解,一般解为 

)()( 21
titit

m
k

eCeCetx ωω −−
+=  ， 其中

m
kmgR 22 −

=
π

ω ，或 

)(0)sincos()( 21 +∞→→+=
−

ttCtCetx
t

m
k

ωω    

 

 

（21）（本题满分 10 分） 
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 设
2{( , ) , , 0, 0}D x y R x a y b a b= ∈ ≤ ≤ > > , ( , )f x y 在 D上连续，在 D内可

微，且满足方程 )(),,( 0≠=
∂
∂

+
∂
∂ kyxkf

y
f

x
f

常数 ，若在 D的边界上 ( , ) 0f x y = ，试证

( , )f x y 在D上恒为零。 
 

[证] 设 ),( yxf 在D上不恒为零。因为函数 ),( yxf 在有界闭域D上连续，所以 ),( yxf  

在D上存在最大值M 和最小值m，且最大值M 和最小值m不能同时为零。不妨设

最小值 0m ≠ ，因为在D的边界上 ( , ) 0f x y = ，于是必有 D内的点 ),( 00 yx 使得

000 ≠= myxf )( ，由 ( , )f x y 在D内可微，点 ),( 00 yx 必为极值点（驻点）。所以 

0
),(),( 0000 =

∂
∂

=
∂

∂
y

yxf
x

yxf
，这与 000

0000 ≠=
∂

∂
+

∂
∂

),(
),(),(

yxkf
y

yxf
x

yxf
， 

矛盾！因此 ),( yxf 在D上恒为零。 
 

 

（22）（本题满分 9分） 

 已知线性方程组

x x ax

x ax x a
x x x

1 2 3

1 2 3
2

1 2 3

4

2 4

+ + =

− + + =

− + = −

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

有无穷多解, 求a的取值并求通解。 

 

[解] ( )A b
a

a a a
a a a a

= −
− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
→

− −
−

+ −
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

1 1 4
1 1

1 1 2 4

1 1 2 4
0 2 2 8
0 0 1 4

2
4

2

( )( ) ( )
 

   a = 4时,  ( )r A b r A= =( ) 2有无穷解, 此时 ( )A b →
− −⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

1 1 2 4
0 1 1 4
0 0 0 0

 

   ( ) ( )X k T T
= − − +3 1 1 0 4 0   k R∈  

 

 

（23）（本题满分 9分） 

已知 ( )TX 111 −= 是

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−
=

21
35
212

b
aA 的一个特征向量， 

（1）确定 ba , 及特征向量 X 所对应的特征值；（2） A能否相似于对角阵？为什么？ 
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[解]（1）由 ( ) 0=− XAIλ ，即 0
1

1
1

21
35
212

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−
−−−
−−

λ
λ

λ

b
a ， 

得
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−−
=+−+−

=++−

021
035

0212

λ
λ

λ

b
a ，解得 1,0,3 −==−= λba  . 

（2）
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

=
201

335
212

A ， ( ) 01
201

335
212

3 =+=
+
−+−
−−

=− λ
λ

λ
λ

λ AI ， 1−=λ 是 A的

三重特征值，而 2
101
325
213

)( =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−
−−

=−− AIr ， 1−=∴λ 对应的线性无关的特征向

量只有一个， A∴ 不能对角化。 


