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数学(三)试题答案及解题分析 

一、填空题（本题共 6小题，每小题 4分，满分 24 分，把答案填在题中横线上） 

（1）已知 ),( yxf 二阶连续可导，若 ),( vxfz = ， xyv = ，则 =
∂

∂
2

2

x
z

                  . 

答案为： 2

2
2

2

2

2
2

v
fy

vx
fy

x
f

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

. 

 

 

（2）计算广义积分 =∫
∞+

dx
x

x
1 2

ln
        . 

答案为：1 

 

 

（3） =−
→

x
x

x 3
1

0
)sin21(lim               ． 

答案为： 3
2

−
e . 

 

 

（4）矩阵

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

3214
2143
1432
4321

A 的一个非零特征值是         . 

答案为：10. 

 

 

（5）设随机变量 X，Y相互独立，且 X服从[0,2]上的均匀分布，Y服从参数为 2的指数分布，

则 =)(XYE         ； =− )2( YXD         。 

答案为：
3
4,

2
1

. 

 
（6）袋中有m个白球， n个红球，从中依次随机地取出 k 个球（ nmk +≤≤1 ，取后不放

回），则第 k 个球是白球的概率为                。 
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答案为：
nm

m
+
. 

 

 

二、选择题（本题共 8 小题，每小题 4 分，满分 32 分，在每小题给出的四个选

项中，只有一个是符合题目要求的，把所选项前的字母填在题后的括号内。） 

（7）若 f x( ) ( , )为 −∞ +∞ 内的二阶可导的奇函数, 在 ( , )−∞ 0 内 ′ >f x( ) 0 , 且 0<′′ )(xf , 

则在 ( , )0 +∞ 内必有(        )。 

(A)    ,)( 0>′ xf 且存在常数 0>k 使得 ( )y f x= 与 y kx= 有唯一交点；  

(B)    ,)( 0>′ xf 且存在常数 0>k 使得 )(xfy = 与 y kx= 有两个交点； 

(C) 00 <′′<′ )(   ,)( xfxf ；    

(D) 00 >′′<′ )(   ,)( xfxf 。 

答案为：(A) 

 

（8）设 f x( )在 x = 0某领域内连续, 且 ′ =f ( )0 0, lim ( )
x

f x
x→

′′
=

0
1, 则 (      )。 

(A) f ( )0 是 f x( )的极大值   

(B) f ( )0 是 f x( )的极小值 

(C) ( , ( ))0 0f 是 f x( )的拐点   

(D) x = 0不是 f x( )的极值点, ( , ( ))0 0f 也不是 f x( )的拐点 

答案为：(B) 

 

（9）若 0
)tan(
1lim

1cos1

≠=
−

−

−

∞→
a

n
e

k

n

n π
，则(      ). 

   （A） 2=k 且
π2
1

=a       （B） 2−=k 且
π2
1

=a  

   （C） 2=k 且
π2
1

−=a         （D） 2−=k 且
π2
1

−=a  

答案为：(A) 
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（10）若
1

( )n

n

x a
n

∞

=

−∑ 在 2=x 点收敛,则a的取值范围是(     ). 

  (A）1 3a≤ ≤ ;   （B）1 3a< ≤ ;     （C） 2 3a< ≤ ;    （D）2 3a≤ < . 

答案为：(B) 

 

（11）设二阶线性齐次常系数微分方程 02 =+′+′′ ycyby ( bc, 为常数)的每一个解 ( )y x

在区间0 x< < +∞  有界,则实数c ,b的取值范围是 (    ). 

(A) 0,0 ≠≥ cb                      (B) 
22 4,0 cbb ≥≤   

(C) 0≥b , 022 ≠+ cb                (D) 
22 4cb ≥   

答案为：(C) 

 

（12）设 BA, 为 n阶可逆矩阵，且 ( ) EAB =2
，其中 E是n阶单位矩阵，则以下选项中错

误的是（    ）. 

    (A) 
1B A− =     (B) 

1 1B A AB− − =    (C) ( )2BA E=    (D) 
1A BAB− =  

答案为：(A) 

 

（13）设 A Mmn∈ , 已知 0=AX 只有零解, 则以下错误的结论是(       ) 

 (A) m n≥       (B) AX b= ( )b Rm∈ 必有唯一解 

 (C) r A n( )的列组 =    (D) r A n( )的行组 =  

答案为：(B) 

（14）若 ( , )X Y ∼ 2 2(0,0, , ,0)N σ σ ，令
1 1( ), ,
2 2

U X Y V X Y= + = − 则下列结论中不正确

的为（     ）。 

（A） ,U V 均为正态分布。   （B） ,U V 同分布。 

（C）
25( )

4
D V σ= 。    （D） ,U V 不独立。 

答案为：(D) 

 

三、 解答题(本题 9 小题，满分 94 分，解答应写出文字说明，证明过程或演算

步骤.) 

（15）（本题满分 10 分） 

求极限
x

dttt
x

x

∫ −

+∞→

0
])[(

lim ，其中 ][t 表示不超过 t的最大整数。 
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[解] 考虑充分大的 1: +<< nxnx 时有 

=−∫
x

dttt
0

])[( +−∫
1

0
])[( dttt +−∫

2

1
])[( dttt +−∫ −

n

n
dttt

1
])[(L ∫ −

x

n
dttt ])[(  

+−= ∫
x

n
dttt ])[( ∑∫

=
−

−
n

k

k

k
dttt

1
1

])[(  

令 )1( +−= ktu ， dtdu = ，则有 

∫ −
−

k

k
dttt

1
])[( ∫ −−+−=

1

0
)]1(1[ dukku

2
11

0
== ∫ udu ，  

而 ∫∫∫ =<=−
− 1

00 2
1])[( uduududttt

nxx

n
，因此 

22
1])[(

2 0

ndtttn x
+<−< ∫ ，于是 )

22
1(1])[(

)1(2
0 n

nx

dttt

n
n

x

+<
−

<
+

∫
， 

由夹逼定理得到   
2
1])[(

lim 0 =
−∫

+∞→ x

dttt
x

x
。 

 

 

（16）（本题满分 12 分） 

若 )(xf 在 ),( +∞−∞ 上有二阶连续导数，证明对任意的 bca << ,都存在 ),( ba∈ξ ,使

得   
))((

)(
))((

)(
))((

)(
bcac

cf
cbab

bf
caba

af
−−

+
−−

+
−−

)(
2
1 ξf ′′= ． 

 

[证] （泰勒公式，介值定理，或罗尔定理） 

法一 因为 

.))((
2
1))(()()(

,))((
2
1))(()()(

2
2

2
1

cbxfcbcfcfbf

caxfcacfcfaf

−′′+−′+=

−′′+−′+=
 

        所以 
))((

)(
))((

)(
))((

)(
bcac

cf
cbab

bf
caba

af
−−

+
−−

+
−−
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).(
2
1

)()(
2
111)(

))((
1

))((
1

))((
1)(

21

ξf

xf
ab
cbxf

ab
ac

abba
cf

bcaccbabcaba
cf

′′=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′′

−
−

+′′
−
−

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

−
′+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

+
−−

+
−−

=

 

注 用到了二阶导函数 )(xf ′′ 的介值性质. 

法二 记 K
bcac

cf
cbab

bf
caba

af
2
1

))((
)(

))((
)(

))((
)(

=
−−

+
−−

+
−−

, 

则 0))()((
2
1))(())(())(( =−−−−−+−+− cacbbaKbacfacbfcbaf . 

令 ))()((
2
1))(())(())(()( cacxxaKxacfacxfcxafxF −−−−−+−+−= , 

则 0)()()( === cFbFaF , 

所以,存在 ),( ba∈ξ ,使得 0)( =′′ ξF ,即 0)())(( =−+−′′ caKacf ξ . 

故 )(ξfK ′′= 。 

 
 

（17）（本题满分 12 分） 

将函数 2

1)(
x

xf = 在 1=x 处展开为幂级数，并求级数∑
∞

=

−−
1

1

2
)1(

n
n

n n
的和。 

 

[解]  

∑ −−−=

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∑ −−−=

′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

−=

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−==

∞

=

−

∞

=

1

1

0

2

)1()1(

)1()1(

)1(1
1

11)(

n

nn

n

nn

xn

x

x

xx
xf

 

，∑ −+−=
∞

=0
)1)(1()1(

n

nn xn  
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展开范围是 )2,0( 。 

           因为 ∑ +−=∑ +−=
∞

= +

∞

= 0 10 2
1)1()1(2

2
1)1()1()

2
3(

n n
n

n n
n nnf ， 

        所以 
9
2)

2
3(

2
1

2
)1(

1

1 ==∑ −
∞

=

− fn
n n

n
。 

 

 

（18）（本题满分 12 分）  

某公司的一个研发部门研发甲已两类高科技产品，甲类产品可有 x个品种选择，已类产

品可有 y个品种选择，限于研发能力，甲已两类产品的品种需满足 9x y+ ≤ ，若每季度研发

甲已两类产品对该公司产生的效益函数为 
2 2( , ) 4 2 2f x y x y x y= + + − − （百万元），问： 

该研发部门每个季度应如何制定研发策略使其效益最大？该研发部门每个季度潜在的

最大风险（亏损最大）是什么？ 

 

[解] 求解
22224),( yxyxyxf −−++=  

在闭区域 { }xyxRyxD −≤≤≤≤∈= 90,90),( 2
上的最大值最小值问题。 

（1） xf x 22 −=′ ， yf y 22 −=′ ，驻点为 )1,1(0p ， 10 =x ， 10 =y ， 6)1,1( =f 。 

（2）在边界 90,0 ≤≤= xy 上，
224),( xxyxf −+= ， 

令 022 =−=′ xf x 得 10 =x ， 5)0,1( =f 。 

（3）由对称性，在边界 90,0 ≤≤= yx 上 5)1,0( =f 。 

（4）在边界 xyx −=≤≤ 9,90 上， 

222 21859)9()9(224),( xxxxxxyxf −+−=−−−−++= ， 

令 0418)9,( =−=−′ xxxf 得到 22 2
9 yx == ，

2
37)

2
9,

2
9( −=f ， 

（5）考虑端点： 4)0,0( =f ， 59)0,9()9,0( −== ff 。 

答案： 6),(max
),(

=
∈

yxf
Dyx

（百万元）， 59),(min
),(

−=
∈

yxf
Dyx

（百万元）。 

最佳策略是每季度甲已两类产品各研发一个品种，获利为 600 万元。最大的风险是单

一产品研发，导致亏损 5900 万元。 
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（19）（本题满分 12 分） 

计算二重积分 
1 1

0 0

2 1xy dxdy−∫ ∫  

 

[解] 
1 1

0 0
| 2 1|I xy dxdy= −∫ ∫

1 2

(1 2 ) (2 1)
D D

xy d xy dσ σ= − + −∫∫ ∫∫  

       ∫ ∫∫∫ −+−=
1

0

1

0
2

)12(2)21(
D

dxydxy σσ ∫ ∫ ∫∫ −+−=
1

0

1

2
1

1

2
1

1

0
)12(2)21(

x

dyxydyxydx   

       )12ln2(
4
1

+=  

 

 

（20）（本题满分 8分） 

设 A是 3阶方阵， 321 ,, λλλ 是三个不同的特征值，对应的特征向量是 321 ,, ααα ，令 

321 αααβ ++= ，证明： βββ 2,, AA 线性无关。 

 

[证] 考察 02
321 =++ βββ AkAkk ，已知条件则有 

2 2 2
1 1 2 3 2 1 1 2 2 3 3 3 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) 0k k kα α α λ α λ α λ α λ α λ α λ α+ + + + + + + + = ， 

再由 321 ααα ,  线性无关既有方程组 

2
1 2 1 3 1

2
1 2 2 3 2

2
1 2 3 3 3

0

0

0

k k k

k k k

k k k

λ λ

λ λ

λ λ

⎧ + + =
⎪

+ + =⎨
⎪ + + =⎩

，其系数行列式为 0231312
≠−−− ))()(( λλλλλλ  

因此 βββ 2AA ,,  线性无关。 

 

 

（21）（本题满分 10 分） 

1

1 x

y

D 1

D 2
xy=0.5

0
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 设 3 元二次型 32
2
3

2
2

2
1321 2332),,( xaxxxxxxxf +++= ， )0( >a ．已知 1 是二次型

矩阵 A的一个特征值，（1）求 a；（2）求在条件 12
3

2
2

2
1 =++ xxx 下， ),,( 321 xxxf 的最大

值与最大值点． 
 

解 （1）
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

30
30

002

a
aA ， 0

20
20

001
=

−−
−−

−
=−

a
aAE ，解得 2=a ． 

（2）显然，2也是 A的一个特征值，由特征值的和等于矩阵的迹， 33221 ++=++ λ ，

解得 5=λ ， 

属于 1的特征向量： 0
220
220

001
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−
x ， ( )T1,1,01 −=α ； 

属于 2的特征向量： 0
120
210

000
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−− x ， ( )T0,0,12 =α ； 

属于 5的特征向量： 0
220
220

003
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
− x ， ( )T1,1,03 =α ． 

由于不同特征值的特征向量是正交的，再单位化： 
T

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=

2
1,

2
1,01γ ， ( )T0,0,12 =γ ，

T

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

2
1,

2
1,03γ ． 

令

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

=

2
10

2
1

2
10

2
1

010
Q ，Q是正交矩阵，则有

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

5
2

1
AQQT

． 

作正交线性替换 Qyx = ，有 

2
3

2
2

2
1 52 yyyAQyQyAxxf TTT ++=== ( ) yyyyy T55 2

3
2
2

2
1 =++≤ ． 

又 1=== yyQYQyxx TTTT
，于是 5≤f ， f 的最大值为 5． 
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当 ( )Ty 1,0,0= ，由

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

==
1
0
0

2
10

2
1

2
10

2
1

010
Qyx ， 

即

T

x ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

2
1,

2
1,0 时， f 取得最大值 5． 

 
 

（22）（本题满分 9分） 

 设一系统由五个元件组成（如图），各自独立

工作。元件 A，E 正常工作的概率为 q，元件 B，

C，D 正常工作的概率为 p， 

求：（1）系统能正常工作的概率； 

（2）已知系统正在正常工作，问此时 B，C，D

中仅有一个在正常工作的概率。 

 

[解] 设事件 A、B、C、D、E 分别为五个元件各自正常工作，事件 F为系统正常工作，则 

（1） ( ) ( ( ))P F P A E B C D= I I U U ( ) ( ) ( )P A P E P B C D= U U   

( ) ( )(1 ( ))P A P E P BCD= −  
2 3(1 (1 ) )q p= − −   

（2） ( , ,P B C D中恰有一个正常 )| F  
)(

))((
FP

DCBDCBDCBFP UUI
=   

))1(1(
)1(3

32

22

pq
qpp

−−
−
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（23）（本题满分 9分） 

 设总体 X的 pdf为  

( ) , ,
( )

0, .

xe x
f x

x

λ µλ µ
µ

− −⎧ ≥
= ⎨

<⎩

当

当
 

其中λ(>0)和µ都是参数. 又若 1 2 n, , ,X X XL 为该总体的简单样本，而 x x x1 n, , ,2 L 为其样

本观察值. 

(1) 设λ已知，求µ的极大似然估计 ˆLµ  .  

(2) 设µ已知，求λ的矩估计 ˆ
Mλ  .  
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[解] 1) 似然函数 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∞−
=≤−−== ∑∑ =

=
其它

当

,
,,2,1,),(ln)(ln),( 1

1
nixnxnxfL i

n
i in

i i
Kµµλλµλ . 

令 x x x x( ) min{ , , , }1 2= 1 nL 。注意 λ和 x x x1 n, , ,2 L 已知，作为µ的函数， 

L在（－∞， x( )1 ]为升函数，因此 L在 x( )1 取得极大值。故µ的极大似然估计 

$µ L＝ X X X X( ) : min{ , , , }1 2= 1 nL . 

2)  令 Y＝X－µ。易知 Y～ Ex(λ)。故 EY＝1/λ。, 从而 EX＝1/λ＋µ。 
（注：也可直接由定义，计算如下: 

EX x x dx y y dy= − − = + − = +
∞ ∞

∫ ∫λ λ µ µ λ λ λ µ
µ

exp{ ( )} ( ) exp{ } /
0

1 .） 

由矩估计法，注意µ已知，故 λ的矩估计 $ / ( )λ µM X= −1 。 

 


