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数学(四)试题答案及解题分析 

一、填空题（本题共 6小题，每小题 4分，满分 24 分，把答案填在题中横线上） 

（1） =−
→

x
x

x 3
1

0
)sin21(lim               ． 

答案为： 3
2

−
e . 

 

（2）定积分

1
2

2

[ 8 2 ]x x x x dx
−

+ + − =∫                  . 

答案为： )124(
5
2

4
9

−−π . 

 

（3）设函数 )(xfy =  由
⎩
⎨
⎧

=
+=

ty
tx

cos

21
  确定，则 =

dx
dy

          ； 
2

2

2
t

d y
dx π

=

=          。 

答案为：
t

t
2
sin−

， 3

2
π
， 

注：
2

2 2 3

sin 2 cos 2sin sin cos( ) ( )
2 4 2 4

d y d dy d t t t t t t t
dx dx dx dx t t t t

− − + −
= = = =

⋅
. 

 

（4）设

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=
300
120
411

A ， I 是单位矩阵， )4)(4( TAIAI −− =         。 

答案为：324. 

 

（5）齐次线性方程组

x x x x
x x x x
x x x x

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 0
3 6 3 0
5 10 5 0

+ + − =

+ − − =

+ + − =

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

的通解是_______________。 

答案为： ( ) ( )X k kT T
= − +1 22 1 0 0 1 0 0 1  ( )k k R1 2 ∈ . 

 

（6）设 7.0)( =AP ， 3.0)( =− BAP ，则 =)( cc BAP U         . 

答案为：0.6. 

 

二、选择题（本题共 8小题，每小题 4分，满分 32 分，在每小题给出的四个选

项中，只有一个是符合题目要求的，把所选项前的字母填在题后的括号内。） 



水木艾迪考研辅导班   教学与命题研究中心 

清华大学数学系教授  刘坤林 俞正光 谭泽光 葛余博 

培训网：www.tsinghuatutor.com            - 2 -            62796032（清华科技园科技大厦 1006） 
62781785（清华大学理科楼 1101） 

（7）设 y e x= sin2

, 则dy = (      )  

  (A) 
2(sin )xe d x      (B) 

2sin 2(sin )xe d x  

(C) 
2sin sin 2 (sin )xe xd x    (D) 

2sin (sin )xe d x  

答案为：(B) 

 

（8）设 )(xf 在 0=x 某邻域内有二阶导数，且 0)0( =f ， 100
cos1

)(lim
0

=
−
′

→ x
xf

x
，则（   ）。 

(A) 0)0( ≠′′f ，且点 ))0(,0( f 是曲线 )(xfy = 的拐点 

(B) 0)0( =′f ， )0(f 是 )(xf 的极小值 

(C) 0)0( =′′f  点 ))0(,0( f 是曲线 )(xfy = 的拐点   

(D) 0)0( =′f ， )0(f 是 )(xf 的极大值 

答案为：(C) 

 

（9）若 lim ( )
x x

f x A
→

=
0

, 则∃ >δ 0 , 使(      ) 

   (A) 对 A = 0 , 当0 0< − <x x δ时, f x( ) = 0 

    (B) 对 A ≠ 0 , 当0 0< − <x x δ时, f x( ) ≠ 0 

(C) 对 A f x= =0 00, ( )      

(D) 对 A f x≠ ≠0 00, ( )   

答案为：(B) 

 

（10）若 f x( ) ( , )为 −∞ +∞ 内的二阶可导的奇函数, 在 ( , )−∞ 0 内 ′ >f x( ) 0 , 且 0<′′ )(xf , 

则在 ( , )0 +∞ 内必有(        )。 

(A)    ,)( 0>′ xf 且存在常数 0>k 使得 ( )y f x= 与 y kx= 有唯一交点；  

(B)    ,)( 0>′ xf 且存在常数 0>k 使得 )(xfy = 与 y kx= 有两个交点； 

(C) 00 <′′<′ )(   ,)( xfxf ；    
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(D) 00 >′′<′ )(   ,)( xfxf 。 

答案为：(A) 

 

（11）设 )(xf 在 ],[ ba 上连续，在 ),( ba 内二阶可导， 0)(),()( >′= + afbfaf且 ，则下列

命题错误的为（   ）。 

(A) 存在 ),( ba∈ξ ，使得 0)( <′′ ξf    

(B) 存在 ),(0 bax ∈ ，使得 0)( 0 =′ xf  

(C) 存在 ),(1 bax ∈ ，使得 )()( 1 bfxf >  

(D) 存在唯一的 ),(0 bax ∈ ，使得 0( ) 0f x′ =  

答案为：(D) 

[解] （单调性，或微分中值定理） 

(A)正确（方法一 ）反证法。若 0)( ≥′′ xf 对任意的 ),( bax∈ 都成立，则 )(xf ′ 单增，

故 0)()( >′≥′ + afxf ， 

所以 )(xf 严格单增，这与 )()( bfaf = 矛盾。从而存在 ),( ba∈ξ ，使得 

0)( <′′ ξf 。 

（方法二） 因为 0)( >′+ af ，所以存在 ),( bac∈ ，使得 

)()()( bfafcf => 。 

根据微分中值定理，存在 ),(1 cax ∈ ， ),(2 bcx ∈ ，使得 

0)()()(,0)()()( 21 <
−
−

=′>
−
−

=′
cb

cfbfxf
ac

afcfxf ， 

从而存在 ),(),( 21 baxx ⊂∈ξ ，使得 0)()()(
12

12 <
−

′−′
=′′

xx
xfxff ξ 。(A)正确。 

且存在 ),(),( 210 baxxx ⊂∈ ，使得 0)( 0 =′ xf 。因此(B)正确。 

(C)正确是因为 0)()(lim)(
0

>=
−
−

=′
→+ A

ax
afxfaf

xx
，由极限的保序性，存在 0>δ ，对

任意的 ( )δ+∈ 00 , xxx 有 ( ) 0)()( >−=− axAafxf ，即存在 ),(1 bax ∈ ，使得
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)()()( 1 bfafxf => 。 

注意：函数在一点导数的正负号不能得出 ( )00 , xx δ− 或 ( )δ+00 , xx 内的增减性结论，

只能得出函数值的局部比较性质！ 

 

 

（12）设 A Mmn∈ , 已知 0=AX 只有零解, 则以下错误的结论是(       ) 

 (A) m n≥        (B) AX b= ( )b Rm∈ 必有唯一解 

 (C) r A n( )的列组 =     (D) r A n( )的行组 =  

答案为：(B) 

 

（13）设 0)(,0)( >> BPAP ，且 A与 B二事件互斥，下列关系式正确的是（     ）。 

(A) )|()( ABPBP =      (B) )()()( BPAPBAP =  

(C）
)(1

)()|(
BP

APBAP
−

=     (D) )(1)( APBP −=  

答案为：(C) 

 

（14）设随机变量 1X 和 2X 独立，且 iX ∼ 2,1,)( =iP iλ （即 iX 服从参数为 iλ 的泊松分布），

则 )( 21 XXD − 为（     ）。 

（A） 21 λλ +    （B） 21 λλ −   （C）
2

2
2

1 λλ +   （D）
2

2
2

1 λλ −  

答案为：(A) 

 

 

三、 解答题(本题 9小题，满分 94 分，解答应写出文字说明，证明过程或演算

步骤.) 

（15）（本题满分 10 分） 

设 )(xf ′ 为 ),([ ∞+0 上的单调增函数， 00 =)(f ，试讨论函数
x
xf )(
在 ),( ∞+0 上

的增减性。 

 

[解] 令
x
xfxg )()( = ，则 2 2

( ) ( ) 1( ) ( ( ) ( ))f x f xg x xf x xf
x x x

ξ
′

′ ′ ′= − = − ，其中0 xξ< < ，

因为 )(xf ′ 为 ),([ ∞+0 上的单调增函数，于是 )()( ξfxf ′>′ ， 0>′ )(xg ，所以
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x
xfxg )()( = 在 ),( ∞+0 上单调增加。 

 

 

（16）（本题满分 10 分） 

设
x

xxy 1arcsin1arctan)( 2 +−= ， 求 )(xy′ 。 

 

[解]由于 
1

1
12

2
)1(1

1]1[arctan
2222

2

−
=

−−+
=′−

xxx
x

x
x ， 

1
1

11

1]1[arcsin
2222 −

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

=′
xx

x
x

x

x
，  

所以 
11

1)(
222 −

−
−

=′
xx

x

xx
xy

122 −

−
=

xx

xx

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−<
−

>
=

1,
1

2
1,0

22
x

xx

x
。 

 

 

（17）（本题满分 12 分） 

假设区域D由曲线 ),( 003 >>= Pypxy 及其过点 ),( p1 的切线与 x轴围成，设此区域
的形心为 ),( YX ，（1）求 X 的值；（2）求 p的值，使区域D绕 y轴旋转一周而生成的

旋转体体积为
7

135yV π= 。 

[解] ppxy
xx

33
1

2
1

==′
==

，切线为 )( 13 −+= xppy ，与轴交点为 ),( 03
2 ， 

      区域D的面积为  ppdxpxA
12
1

6
11

0

3 =−= ∫ ，对轴的静力矩为（假设面密度唯 1） 

      

1 13
20 3

1 2
2

3

[ 3 ( 1)]

1 1 8 4 7(3 2 ) (1 1 )
5 5 27 9 135

yM px xdx p p x xdx

p px px dx p p p

= ⋅ − + −

= − − = − − − + =

∫ ∫

∫
 

于是 
45
28

135
84

==X 。 

84 1 14 72 2 ,
135 12 135 135yV XA p pπ π π π= = ⋅ = = 解得 

2
1

=p 。 

 

 

（18）（本题满分 11 分） 
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 计算 ∫∫
≤+

+
122 yx

dxdyyx  

 

[解]  答案：（ 2
3
4

）。 

解 1: 令 ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≤≤≤≤−= 10,

4
3

4
,1 ρπϕπϕρD ; 

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≤≤≤≤= 10,

4
7

4
3,2 ρπϕπϕρD ; 

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≤≤≤≤−= 10,

44
,3 ρπϕπϕρD  

 

∫∫
≤+

+
122 yx

dxdyyx = ( ) ( )∫∫∫∫ +−+
21 DD

dxdyyxdxdyyx    

= ( ) ( )∫∫∫∫
∪=

+−+
211

2
DDDD

dxdyyxdxdyyx   

= ( ) 02
1

−+∫∫
D

dxdyyx  

= ∫∫
3

4
D

dxdyx = 2
3
4cos4 4

4

1

0

2 =∫ ∫−

π

π ρρϕϕ dd .。 

解 2:  ⋅−=
22

12
2 dttdσ  yxt += , 

2
2

2
2

≤≤− t  

∫∫
≤+

+
122 yx

dxdyyx = ( ) ( )∫∫∫∫ +−+
21 DD

dxdyyxdxdyyx  

= ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⋅∫ 22

122
22

2

0

dttt = dxtt 2
2
2

0

22 −∫ = ( )22
2
2

0

22 tdt −−− ∫ = 2
3
4

 

 
 

（19）（本题满分 13 分） 

某公司的一个研发部门研发甲已两类高科技产品，甲类产品可有 x个品种选择，已类产

品可有 y个品种选择，限于研发能力，甲已两类产品的品种需满足 9x y+ ≤ ，若每季度研发

                 y 
 
        
                  D1           
                 0            x  
            D2         
 
 
 

            y 
 
        
                D1            
                 t  t+dt      
        D2        
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甲已两类产品对该公司产生的效益函数为 
2 2( , ) 4 2 2f x y x y x y= + + − − （百万元），问： 

该研发部门每个季度应如何制定研发策略使其效益最大？该研发部门每个季度潜在的

最大风险（亏损最大）是什么？ 

 

[解] 求解
22224),( yxyxyxf −−++=  

在闭区域 { }xyxRyxD −≤≤≤≤∈= 90,90),( 2
上的最大值最小值问题。 

（1） xf x 22 −=′ ， yf y 22 −=′ ，驻点为 )1,1(0p ， 10 =x ， 10 =y ， 6)1,1( =f 。 

（2）在边界 90,0 ≤≤= xy 上，
224),( xxyxf −+= ， 

令 022 =−=′ xf x 得 10 =x ， 5)0,1( =f 。 

（3）由对称性，在边界 90,0 ≤≤= yx 上 5)1,0( =f 。 

（4）在边界 xyx −=≤≤ 9,90 上， 

222 21859)9()9(224),( xxxxxxyxf −+−=−−−−++= ， 

令 0418)9,( =−=−′ xxxf 得到 22 2
9 yx == ，

2
37)

2
9,

2
9( −=f ， 

（5）考虑端点： 4)0,0( =f ， 59)0,9()9,0( −== ff 。 

答案： 6),(max
),(

=
∈

yxf
Dyx

（百万元）， 59),(min
),(

−=
∈

yxf
Dyx

（百万元）。 

最佳策略是每季度甲已两类产品各研发一个品种，获利为 600 万元。最大的风险是单一

产品研发，导致亏损 5900 万元。 

 

 

（20）（本题满分 11 分） 

 已知线性方程组

x x ax

x ax x a
x x x

1 2 3

1 2 3
2

1 2 3

4

2 4

+ + =

− + + =

− + = −

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

有无穷多解, 求a的取值并求通解。 

 

[解] ( )A b
a

a a a
a a a a

= −
− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
→

− −
−

+ −
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

1 1 4
1 1

1 1 2 4

1 1 2 4
0 2 2 8
0 0 1 4

2
4

2

( )( ) ( )
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    a = 4时,  ( )r A b r A= =( ) 2有无穷解, 此时 ( )A b →
− −⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

1 1 2 4
0 1 1 4
0 0 0 0

 

    ( ) ( )X k T T
= − − +3 1 1 0 4 0   k R∈  

 

 

（21）（本题满分 9分） 

 设 n阶对称方阵 A可逆, 且满足 ( )A B E− =2
, 试化简 ( ) ( ) 11 1TTA B E E BA

−− −+ − . 

 

[解] 原式 ( )( )= + −− − − −
( )A B E AA BAT T T1 1 1 1

 

      ( )( ) ( )= + − = + −− − − − −B A E A B A B A E A A BT T( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 1 1  

      ( ) ( ) ))(()()( 11111 BABABAAAABABAAEBA −+=−+=−+= −−−−−
 

 

 

（22）（本题满分 8分） 

 设 ]1,0[~ UX ，且在 }{ xX = 的条件下， ],0[~ xUY  （ ]1,0[∈x ）；    

 试求：（1） ),( YX 的联合概率密度函数 ),( yxf ； 

      （2） )( 22 YXE + ； 

      （3） )1( 22 ≤+YXP . 

 

[解] 1)  因为 1011),()(
0

≤≤=== ∫∫
+∞

∞−

xdy
x

dyyxfxf
x

X  

且当 10 ≤≤ x 时， xy
xxf

yxfxyf
X

XY ≤≤== 01
)(
),()( ，故 

101)()(),( ≤≤≤== xy
x

xyfxfyxf XYX  

2） dy
x

yxdxdxdyyxfyxYXE
x

∫∫∫ ∫ +=+=+
+∞

∞−

+∞

∞− 0

22
1

0

2222 1)(),()()(  

                     ＝
9
4

3
4 2

1

0

=∫ dxx ； 
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 3） dxdy
x

dxdyyxfYXP

xy
yxyx
∫∫∫∫

≤≤≤
≤+≤+

==≤+

10
11

22

2222

1),()1(  

                      ∫ ∫ +==
1

0 0

4

)21log(
cos
1

π

θ
θ

rd
r

dr
极坐标

 

 

 

（23）（本题满分 10 分） 

 设水电公司在指定时间内限于设备能力，其发电量 X(万 kw)～ U [ , ]10 30  (均匀分布), 

用户用电量 Y(万 kw) ~ U [ , ]10 20 , 这里kw表示千瓦. 假设X与Y独立，水电公司每供应1 kw

电得利 0.32 元的利润，但空耗每 kw 电损失 0.14 元， 而如用户用电量超过供电量时，公

司需从别处补电，每 1 kw 电反而赔 0.20 元. 求在指定时间内, 该公司获利 Z的数学期望. 

 

[解] 由题设  

⎩
⎨
⎧ ≤≤

=
.0

,301020/1
)(

其它

当 x
xf X ,  

⎩
⎨
⎧ ≤≤

=
.0

,201010/1
)(

其它

当 x
yfY  

且 )()(),(),( yfxfyxf YXYX = . 显然 EX ＝20，EY ＝15.  

故获利   
⎩
⎨
⎧

−−
≥−−

==
.)(20003200

,)(12003200
),(:

其它

当

XYX
YXYXY

YXgZ  

( , ) ( , )

20 30 20

10 10 10

20 30

10 10

20

10

( , )

[3200 1200( )] ( , ) [3200 2000( )] ( , )

4400 1200 5200 2000
20 10 20 10

(22 6 ) (26 10 )

( 16
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答：在指定时间内, 该公司获利的数学期望约为 3.67 万元. 


